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Vorbemerkungen

Gegenstand. Die Vorlesung behandelt stochastische Modelle fiir Versicherungsrisiken. Im
ersten, kiirzeren Teil geht es um das Risiko eines einzelnen Lebens: Zahlungsstrome werden
bewertet, Pramien nach dem Aquivalenzprinzip bestimmt, das Deckungskapital iiber die Thie-
lesche Differentialgleichung beschrieben und die Schwankung des Verlusts mit dem Satz von
Hattendorff quantifiziert. Im zweiten, langeren Teil steht die Schadenversicherung im Vorder-
grund: der Gesamtschaden eines Portfolios, seine Abweichungen vom Erwartungswert, die Ruin-
wahrscheinlichkeit eines Versicherers in der Zeit, Pramienprinzipien und Risikomafe. Ein roter
Faden ist dabei die Unterscheidung zwischen leichten und schweren Verteilungsenden: Sie ent-
scheidet, ob grofie Abweichungen durch viele kleine Schiden oder durch einen einzigen extremen
Schaden entstehen, und sie bildet die Briicke zur Extremwerttheorie.

Grundlage und Bezeichnungen. Das Skript folgt dem Aufbau des Lehrbuchs [BOS]| von
Blath, Ortgiese und Scheutzow. Verweise der Form [BOS, Satz 5.58] beziehen sich auf die
Nummerierung dort; im Buch finden sich ausfiihrlichere Beweise, zusétzliche Beispiele und
weitere Ubungsaufgaben. Die Notation stimmt weitgehend mit dem Buch iiberein; insbesondere
bezeichnet ' = 1 — F den Tuil einer Verteilungsfunktion F und ,wachsend“ bedeutet stets
,hicht fallend*

Vorkenntnisse. Vorausgesetzt werden die Stochastik-Grundvorlesungen sowie Ma$- und In-
tegrationstheorie (insbesondere das Lebesgue—Stieltjes-Integral, siehe Anhang A). Bedingte Er-
wartungen und Martingale werden an den Stellen wiederholt, an denen sie gebraucht werden.

Zur Extremwerttheorie. Das Buch klammert die klassische Extremwerttheorie bewusst
aus und verweist dafiir auf Embrechts, Klippelberg und Mikosch [EKM97]. Die Grundlagen —
schwere Verteilungsenden, reguldre Variation, subexponentielle Verteilungen und das Prinzip
des einzelnen groflen Sprungs — werden aber voraussichtlich in den Vorlesungen 3, 4 und 9
ausfiihrlich behandelt. Darauf bauen die Vorlesungen 10 und 11 auf, die iiber das Buch hin-
ausgehen: Grenzverteilungen von Maxima, die verallgemeinerte Pareto-Verteilung und die sta-
tistische Schétzung von Tails, Quantilen und Expected Shortfall. Sie folgen [EKM97|, [dHEF06]
und [McN15]. Um dafiir Platz zu schaffen, ist die Lebensversicherungsmathematik (Teil I) auf
zwei Termine verdichtet.
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Teil 1

Lebensversicherungsmathematik



Kapitel 1

Zahlungsstrome und Nettopramien

1.1 Finanzmathematische Grundlagen

In der Lebensversicherung sind die Vertrage langfristig. Eine Pramie, die heute gezahlt wird,
und eine Leistung, die in dreiflig Jahren fillig wird, lassen sich erst vergleichen, wenn die
Verzinsung beriicksichtigt ist. Dieser Abschnitt ist noch rein deterministisch: Wir bewerten feste
Zahlungen. Der mafitheoretische Zugang {iber Lebesgue—Stieltjes-Integrale erlaubt es dabei,
zeitdiskrete und zeitstetige Zahlungen einheitlich zu behandeln; im néchsten Abschnitt werden
die Zahlungszeitpunkte zuféllig.

1.1.1 Kapitalfunktionen und Zinsintensitit

Definition 1.1 (Kapitalfunktion). Eine wachsende, rechtsstetige Funktion K : [0,00) — [1,00)
mit K(0) = 1 heifit Kapitalfunktion. Die Zahl r := K (1) heifit Aufzinsungsfaktor, i :=r—1 der
zugehorige (effektive Jahres-) Zinssatz.

K(t) ist der Wert, auf den eine zur Zeit 0 angelegte Geldeinheit bis zur Zeit ¢ anwéchst.
Ein Betrag A, der zur Zeit s gezahlt wird, hat zur Zeit ¢t den Wert A K(t)/K (s); insbesondere
ist sein Wert zur Zeit 0 gleich A/K(s) (,,Abzinsen®).

Beispiel 1.2. (a) Jihrliche Verzinsung mit Zinssatz i > 0: K(t) = (1 4 1)), Diese Kapital-
funktion springt zu ganzzahligen Zeiten.

(b) Unterjihrige Verzinsung: Wird das Jahr in m Perioden geteilt und am Ende jeder Periode

der Zins i(™ /m gutgeschrieben, so ist K (t) = (1 + 3™ /m)l™. Der effektive Jahreszins

(14 ™ /m)™ — 1 ist fiir m > 2 nach dem binomischen Lehrsatz groBer als der nominelle
Zins ™), denn (1 4 (™) /m)™ — 1 =™ + 7, (M) (™) /m)*.

(c) Stetige Verzinsung mit Zinsrate 6 > 0: K(t) = €. Sie entsteht aus (b) mit i(™ = § im
Limes m — o0o. Der effektive Jahreszins ist ¢ — 1 > §; fir § = 0,05 etwa 5,13 %.

Zeitlich schwankende Zinsen beschreibt man iber den momentanen relativen Zuwachs der
Kapitalfunktion.

Definition 1.3 (Zinsintensitat). Besitzt K eine Darstellung K (t) = 1+ f(o 4 k(s) ds mit mess-
barem k > 0, so heifit ¢(t) := k(t)/K(t) die Zinsintensitat von K.

Eine solche Darstellung existiert genau dann, wenn K absolut stetig ist (Hauptsatz fir
absolut stetige Funktionen, Anhang A). Dann ist K fast tiberall differenzierbar mit K’ = k
und ¢(t) ~ (K(t +h) — K(t))/(hK(t)) fiir kleine h. Fiir K(t) = % ist ¢ = 4.

Proposition 1.4 ([BOS, Prop. 1.8]). Besitzt K eine Zinsintensitit ¢, so gilt
t
K(t) = exp(/ ©(s) ds), t>0.
0

6
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Beweis. Ist k stetig, so ist K stetig differenzierbar und (log K)' = K'/K = ¢. Integration mit
log K(0) = 0 liefert die Behauptung. Im allgemeinen Fall ist log K absolut stetig (denn log ist
auf kompakten Teilintervallen von [1,00) Lipschitz-stetig), die Rechnung gilt fast iberall, und
der Hauptsatz fiir absolut stetige Funktionen liefert wieder log K (t) = [ ¢(s) ds. O

Bemerkung 1.5 (Kumulierte Zinsintensitit). Tm absolut stetigen Fall setzt man ®(t) := [J ¢(s) ds,
so dass K = e®. Ohne Dichte definiert man

1
O(t) = /M ) K

Dann gilt im Allgemeinen nicht K = e®: Fir K(t) = (14 i)Y ist ®(1) = K(1) — K(0) = 1,
aber K(1) =1+ i # e'. Die Wahl des linksseitigen Grenzwerts K(s—) im Integranden wird in
Definition 1.14 bei der Sterblichkeitsintensitéat verstdndlich.

Abbildung 1.1 vergleicht die drei Verzinsungsarten aus Beispiel 1.2 bei gleichem effektivem
Jahreszins.

K(s—) :=lim K (u).

uts

Langer Horizont

Ausschnitt 0 <t <3

5 T T T 1:2 I T
— 1,04 —— jahrlich
4| |----1+0,04¢ | 1,15~~~ vierteljahrlich
— stetig

= 3 | 11
=

2| . 1,05

1 i | | | = 1

0 10 20 30 40

Abbildung 1.1: Kapitalfunktionen mit effektivem Jahreszins 4 %. Links: Uber 40 Jahre wird das ex-
ponentielle Wachstum K(t) = 1,04¢ = e, § = log1,04, deutlich; zum Vergleich einfache (lineare)
Verzinsung 1 + 0,04¢, die nach 40 Jahren nur 2,6 statt 4,8 erreicht. Rechts: Auf kurzen Zeitraumen ist
die Kriimmung praktisch unsichtbar (auf [0, 3] weicht 1,04' hdchstens um etwa 0,002 von der Sehne
ab); dafir sieht man den Unterschied zwischen jahrlicher Verzinsung (Treppe 1,041 ), vierteljahrlicher
Verzinsung mit Quartalsfaktor 1,04'/% und stetiger Verzinsung. Zu ganzzahligen Zeiten stimmen alle
{iberein, dazwischen gilt 1,04l < Kierterj. (t) < 1,04%; eine unterjéhrige Zahlung wird daher bei jahrli-
cher Verzinsung am schwichsten abgezinst.

1.1.2 Zahlungsstrome und Barwert

Definition 1.6 (Zahlungsstrome). Ein gerichteter Zahlungsstrom ist eine rechtsstetige, wach-
sende Funktion Z: [0,00) — [0,00); die Menge dieser Funktionen sei Z,. Z(t) ist die Summe
aller bis einschliefllich ¢ geleisteten Zahlungen. Differenzen Z = Z; — Z3 mit Z1, Z3 € Z4 heiflen
ungerichtete Zahlungsstrome.

Wir arbeiten fast ausschliefllich mit Paaren gerichteter Strome; das entspricht auch der
Praxis, in der jeder Vertragspartner seinen eigenen Zahlungsstrom leistet, und erspart uns
signierte MagBe.

Beispiel 1.7 (Diskrete Zeitrente). Zahlungen z; > 0 zu Zeiten 0 < tp < t; < ...
ergeben Z(t) =3, z;1{t > t;}. Ihr Wert zur Zeit 0 ist

ha) =2 KZ;‘) -2

J

mit tj — o0

AZ(t))
K(tj)
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Die rechte Seite kann als Integral der Funktion 1/K beziiglich des Mafles mit Atomen z;
in ¢; interpretiert werden. Das legt die allgemeine Definition nahe.

Definition 1.8 (Barwert). Der Barwert von Z € Z, beziiglich der Kapitalfunktion K ist das
Lebesgue—Stieltjes-Integral

1
b(Z) = /[0700) () V20 € 0.00].

Fir Z = Z; — Zy setzt man b(Z) := b(Z1) — b(Z2), falls einer der beiden Terme endlich ist. Fiir
t > 0 heift b(Z)(t) = Jjo 4 K(s)71dZ(s) der Barwert bis t und s(Z)(t) := K(t)b(Z)(t) der
Zegtwert zur Zeit t.

In der Praxis zerfallt ein Zahlungsstrom meist in einen diskreten und einen absolut stetigen
Anteil, Z = ZD 4+ Z() mit 2 () = Z)(0) + [} 2(s) ds. Dann ist

o0
[942 =% gt3)2 + 9290 + [ 9(5)2(5) s
. . Jo
J
fiir messbares g > 0, und man kommt ohne die allgemeine Integrationstheorie aus.

1.1.3 Aquivalenzprinzip und Deckungskapital

Definition 1.9 (Aquivalenz). Zwei Zahlungsstrome heien dquivalent (beziiglich K), wenn sie
denselben endlichen Barwert haben.

Ein Finanz- oder Versicherungsprodukt beschreiben wir durch ein Paar (71, Zp) gerichte-
ter Strome: den Leistungsstrom Zj, (Zahlungen des Unternehmens an den Kunden) und den
Pramienstrom Zp (Zahlungen des Kunden). Bei Vertragsabschluss soll (Zr, Zp) dquivalent
sein; im Laufe der Zeit geht diese Balance aber verloren, und das Unternehmen muss Kapital
zuriickstellen.

Definition 1.10 (Deckungskapital). Sei mindestens einer der Barwerte b(Zr), b(Zp) endlich.
Das prospektive Deckungskapital zur Zeit ¢ > 0 ist

dZ; (s dZp(s
i) = K(t)(/[t,o@ KL(E)) _/[t,oo) KIES()))’

das retrospektive Deckungskapital ist

, o dZp(s) dZp(s)
My (1) = K(t)(/m KIZS) —/[O,t) KL(S) )

Sind Zp,, Zp dquivalent, spricht man vom Nettodeckungskapital.

V(t) ist der Betrag, den das Unternehmen zur Zeit ¢ vorhalten muss, um die noch ausste-
henden Leistungen abziiglich der noch ausstehenden Pramien zu decken. Ist V' > 0, spricht
man von einem Sparplan; ist V' < 0, von einem Kreditvertrag mit Restschuld —V (t).

Lemma 1.11 ([BOS, Lemma 1.22)). Sind Zr, Zp dquivalent, so gilt V(0) = 0 und V(t) =
MV (t) fiir alle t > 0.
Beweis. V(0) = b(Z) — b(Zp) = 0. Fiir t > 0 zerlegen wir [, .y = [ip00) = Jjos) in beiden

Termen; die Gesamtbarwerte heben sich wegen der Aquivalenz weg, und es bleibt (T)V(t) stehen.
O
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Die beiden Darstellungen haben unterschiedliche Starken: Die prospektive Form zeigt, wofiir
das Kapital benotigt wird; die retrospektive Form zeigt, wie es aus den bisherigen Zahlungen
angespart wurde.

Beispiel 1.12 (Sparvertrag). Eine Kundin legt zur Zeit 0 den Betrag A; = 20000 und zur
Zeit 3 weitere As = 10000 an; nach sechs Jahren erhélt sie die Einmalzahlung B. Bei stetiger
Verzinsung mit § = 0,04 verlangt die Aquivalenz

B Ay
K© ~ T EG)

— B = A"+ 4,6""1% x 36699,95.

Das prospektive Deckungskapital ist V(t) = K (t)(B/K(6) — A2/K(3)) = A1e® fiir ¢t € (0, 3]
und V (t) = Be=%0~ fiir t € (3, 6], sonst 0. Es ist iiberall > 0: ein Sparplan. Man beachte die
Spriinge von V an den Zahlungszeitpunkten. Abbildung 1.2 zeigt den Verlauf des Deckungska-
pitals.

40 F T T T T N
D
'-g 301 Be—0:04(6—1) |
R +As
=
E ol o/. |
= Ay %04 iy
S/ 10 [~ +A; N
O \ \ \ \ \ ? \
0 1 2 3 4 5 6 7
t

Abbildung 1.2: Prospektives Deckungskapital des Sparvertrags aus Beispiel 1.12 (in Tausend). Zwi-
schen den Zahlungen wéchst V' mit der Zinsrate § = 0,04; bei jeder Einzahlung springt es um deren
Betrag nach oben (A; = 20, Ay = 10), bei der Auszahlung von B ~ 36,70 fillt es auf 0. Weil in Defi-
nition 1.10 iber [t,00) integriert wird, z&hlt eine Zahlung zur Zeit ¢ noch als kiinftig: V' ist linksstetig
(V(3) = A1e912 =~ 22,55 vor, V(3+) ~ 32,55 nach der zweiten Einzahlung). Gefiillte Punkte markieren
den Funktionswert, offene den rechtsseitigen Grenzwert. Wegen V' > 0 ist der Vertrag ein Sparplan.

Definition 1.13 (Rendite). Sei K(¢) = (1 +4)" und seien b(Zp),b(Z,) endlich. Der Zinssatz
i > 0 heifit Rendite (Effektivzins) von (Zp, Z1), wenn b(Zp) = b(ZL).

Eine Rendite muss weder existieren noch eindeutig sein. Fiir eine Pramie 7 zur Zeit tp und
eine Leistung A zur Zeit t;, # tp ergibt die Aquivalenz i = (A/7)Y/tr=tP) _1: das ist nur dann
>0, wenn A > 7 fir t; > tp (Geldanlage) bzw. A <« fur ¢t < tp (Kredit).

Aufgaben

Aufgabe 1.1. Zeigen Sie: Fiir eine absolut stetige Kapitalfunktion stimmen die beiden Defi-
nitionen der kumulierten Zinsintensitét in Bemerkung 1.5 {iberein. Berechnen Sie fiir K(¢) =
(1 + )Y zusitzlich Jo1] K(s)7'dK(s) und vergleichen Sie mit i und log(1 + 7).

Aufgabe 1.2 (vgl. [BOS, Ubung 1.25]). Konstruieren Sie Zahlungsstréme (Zp, Z;,) mit meh-
reren Renditen. Gibt es Situationen, in denen die Menge der Renditen kein Minimum besitzt?

Aufgabe 1.3. Ein Kredit tiber 100000 wird mit zehn gleichen jahrlichen Raten nachschiissig
bei i = 3% getilgt. Bestimmen Sie die Rate und die Restschuld —V(¢) und skizzieren Sie
t— V(t).
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1.2 Todesfallrisiko und Lebensversicherungsvertrage

1.2.1 Beschreibung des Todesfallrisikos

Einer Person im Alter z wird zur Zeit 0 ein Vertrag angeboten. Ihre restliche Lebensdauer
modellieren wir als Zufallsvariable T = T, mit Werten in (0,00) und Verteilungsfunktion
F = Fr,, F(0) =0, F(t) — 1. Wir schreiben F' = 1 — F fiir die Uberlebensfunktion und

tmax = sup{t > 0: F(t) < 1} € (0, <]
fiir die maximale Restlebensdauer.

Definition 1.14 (Sterblichkeitsintensitéit). Hat F' eine Dichte f, so heifit A(¢) := f(¢)/(1 —
F(t)), t € (0,tmax), die Sterblichkeitsintensitdt (hazard rate). Allgemein heifit

A) = /{M 1_;(U_)dF(u), £>0,

die kumulierte Sterblichkeitsintensitat.

Fiir kleines h ist A(t)h =~ P(T < t + h | T > t). Der linksseitige Grenzwert F'(u—) im
Nenner sorgt dafiir, dass ein Atom von F in u durch die Uberlebenswahrscheinlichkeit bis
unmittelbar vor u geteilt wird: Der Sprung AA(u) = P(T" = uw | T" > wu) ist eine bedingte
Sterbewahrscheinlichkeit.

Ist \ stetig, so 16st I die lineare Differentialgleichung F = —\F mit F(0) =1, also

F(t) = exp(— /Ot A(s) ds) — e A, (1.1)

Auch allgemein ist F' durch A eindeutig bestimmt (Produktintegral).
Beispiel 1.15 (Klassische Sterblichkeitsgesetze). Fur einen z-Jéhrigen:

Gesetz A(t)

de Moivre 1/(w—z—1t),l<w—2x
Gompertz Bc* Tt

Makeham A + Bttt

Weibull k(x +t)"

Gompertz und Makeham beschreiben das exponentielle Anwachsen der Sterblichkeit im Erwach-
senenalter; in der logarithmischen Darstellung einer Sterbetafel sieht man dies als anndhernd
lineare Kurve. Abbildung 1.3 zeigt, wie eine exponentiell wachsende Intensitét die Gestalt der
Lebensdauerverteilung bestimmt.

Sterbetafeln. FEine Sterbetafel gibt fiir ganze Alter x die einjédhrigen Sterbewahrscheinlichkei-
ten ¢z = P(T, < 1) an. Um daraus die Verteilung von T, zu gewinnen, nehmen wir Stationaritdt
an:

P(Toys >t) =P(T, > s+t | Ty > s), s, t,x > 0. (1.2)
Die Lebensdauer eines (z + s)-Jahrigen verhalt sich also wie die eines z-J&hrigen, der s weitere
Jahre tiberlebt hat. In einer Bevdlkerung mit sich langsam &ndernder Sterblichkeit ist das
ndherungsweise erfiillt.

Lemma 1.16 ([BOS, Lemma 2.4]). Unter (1.2) gilt fir k € N

k-1

BT, > k) = [[(1 - qosy).
j=0

10
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Intensitat A + Be® Uberlebensfunktion und Dichte von T
100 L I I I - 1 I I I ]
07 e E
~ 07} ] 0,5 i
107° E
g ] =20 f(1)
C | | | I 0 I |
20 40 60 80 100 40 60 80 100
Alter a Alter 30 + ¢

Abbildung 1.3: Gompertz—Makeham-Sterblichkeit mit illustrativen Parametern A = 5-107%, B =
5-107% ¢ = 1,1. Links: Auf logarithmischer Skala wichst die Intensitit ab etwa 50 Jahren linear
(gestrichelt der reine Gompertz-Anteil Bc*), davor dominiert die Konstante A. Rechts: Die exponentiell
wachsende Intensitdt konzentriert die Todesfélle um ein Alter von etwa 80 Jahren (Modus der Dichte
bei 79); die Dichte ist zur besseren Lesbarkeit mit 20 skaliert.

Beweis. Mit (1.2) ist P(T, > k+ 1) =P(T, > b)P(T, > k+ 1| T, > k) =P(T, > k)P(Tpyr >
1) =P(1Ty > k)(1 — guy); Induktion iiber k. O

Zwischen ganzzahligen Zeiten interpoliert man. Die iibliche Annahme ist, dass der Todes-
zeitpunkt innerhalb des Sterbejahrs gleichverteilt ist.

Lemma 1.17 ([BOS, Lemma 2.5)). Sei T, = N, + U, mit N, € Ny und davon unabhingigem
Uz ~ U[0,1]. Dann ist Frr, auf jedem Intervall [k, k + 1] linear, und unter (1.2) gilt fir die
Sterblichkeitsintensitdt

Azx+k
Ao(t) = . te(kk+1], keN,.
D=1 —bg, EWErIReN
(N

k
Beweis. Firt € (k,k+1]ist Fr,(t) = P(N, = k) (1—(t—k))+P(N, > k+1), also linear in ¢ mit
Ableitung —P(N, = k). Folglich ist \,(t) = (Nm )/ + (t). Division von Zahler und Nenner
durch P(Ngy > k) =P(T, > k) und P(N; =k | Ny > k) =P(T, < k+1|T1; > k) = gzt liefert
die Formel. O

1.2.2 Das Modell eines Lebensversicherungsvertrags

Da die Leistung vom Todeszeitpunkt abhéngt, werden Zahlungsstrome jetzt zuféllig.

Definition 1.18. Ein reellwertiger stochastischer Prozess (X¢)i>0 heifit cadldg, wenn seine
Pfade rechtsstetig sind und linksseitige Grenzwerte besitzen. Ein gerichteter zufdlliger Zah-
lungsstrom ist ein rechtsstetiger Prozess mit wachsenden Pfaden, d.h. ¢t — Xi(w) € Z, fiir
jedes w.

Integrale gegen zufillige Zahlungsstrome werden pfadweise erklért.

Definition 1.19 (Vertragsmodell, [BOS, Def. 2.10-2.11]). Die Kenngroflen eines Vertrags fiir
ein einzelnes Leben sind:

« die Verteilungsfunktion F' der Restlebensdauer T

o der Endzeitpunkt 7 € (0, tmax] und der Leistungszeitpunkt Y := min{T, 7};

o das Auszahlungsspektrum A: [0,00) — [0, 00) messbar (mit A(7) =0 falls 7 = c0);
o cine Kapitalfunktion K;

11



KAPITEL 1. LEBENSVERSICHERUNG I Risiko- und Extremwerttheorie

e ecine Pramienfunktion II: wachsend, rechtsstetig, 11(¢) ist die Summe der bis ¢ filligen
Pramien.

Das Modell ist das Tripel (K, Zr, Zp) mit
(%), t<Y,

Zp(t) = AY)1{t > Y}, Zp(t) := {HE;—), £> Y.
Zum Zeitpunkt Y wird A(Y") ausgezahlt; Pramien flieBen bis unmittelbar vor Y. Spezialfille:
o lebenslange Todesfallversicherung: T = oo;
o tempordre Todesfallversicherung (Risikoversicherung): 7 < oo, A(7) = 0;
o reine Erlebensfallversicherung: T < oo, A(t) = 0 fiir ¢ < 7;
o gemischie Versicherung (Kapitallebensversicherung): 7 < co, A > 0 auf [0, 7].

Leibrenten oder Zahlungen am Fnde des Sterbejahres passen nicht direkt in das Modell; man be-
handelt sie, indem man Zy, in einen Todesfall- und einen Erlebensfallanteil zerlegt [BOS, Bem. 2.13].

Definition 1.20 (Barwert, Aquivalenzprinzip). Der zufillige Barwert des Vertrags ist

A(Y) 1
B:.=b(Z;) - bZ :7—/ dII(s).
=N Rw) T o B9
IT heifit Nettoprimienfunktion, wenn der erwartete Leistungsbarwert und der erwartete Prémi-
enbarwert endlich und gleich sind, d. h. E[B] = 0.

Die Nettopramie beriicksichtigt weder Kosten noch Sicherheitszuschlége; mit diesen spricht
man von der ausreichenden Prdmie (Abschnitt 2.1). Im Folgenden sei der erwartete Leistungs-
barwert stets endlich.

Lemma 1.21 ([BOS, Lemma 2.17|). Sind die Integrale endlich, so gilt

B A(s) A(r) 1— F(s)
E[B] _/[O’T) 7o) )+ Ty (- F ) —./M R )

Die drei Terme sind der erwartete Leistungsbarwert im Todesfall, im FErlebensfall und der

erwartete Pramienbarwert.

Beweis. Es ist P(Y < t) = F(¢) fir t < 7 und P(Y = 7) = 1 — F(r—), also Py(ds) =
1{s < 7}F(ds)+ (1 — F(1—))d-(ds). Das liefert die ersten beiden Terme. Fiir den Pramienbar-
wert vertauschen wir mit Fubini:

I{s <Y} - P(Y > )
E / —————=dII(s)| = / —————=dI(s),
| 0.00) K (s) | o00) K (s)
und P(Y > s) =1— F(s) fir s <7, P(Y > s) =0 fiir s > 7. O

1.2.3 Nettopramien

Das Aquivalenzprinzip legt nur eine Gleichung fest; die Form des Priamienstroms ist frei wihlbar.
Drei Wahlen sind besonders wichtig.

Nettoeinmalpramie. Eine einzige Zahlung II zur Zeit 0 ist genau dann eine Nettoprimie,
wenn AY)
N=E| /|
el
Beispiel 1.22. Fiir 7 = 0o, A = Ay und K(t) = % ist II = A, E[e*‘iT}, also die Laplace-
Transformierte der Lebensdauer an der Stelle 4. Ist 7' ~ Exp(A), so folgt II = AgA/(A +6): Die
Pramie steigt mit der Sterblichkeit und fallt mit dem Zins. Fir A = 0,02, 6 = 0,03 zahlt man

40 % der Versicherungssumme.

12



KAPITEL 1. LEBENSVERSICHERUNG I Risiko- und Extremwerttheorie

Laufende konstante Pramie. Wird die Pramie 7 vorschiissig zu Zeiten 0 = ¢ty < -+ <
tny—1 < 7 gezahlt, d.h. TI(t) = >, -y #1{t > t;}, so liefert Lemma 1.21

AY) N1 - Ft)
= E[K(Y)} > K(ty)
k=0 k
Der Nenner ist der Barwert einer Leibrente, die so lange eine Einheit zahlt, wie die Person lebt.

Natiirliche Pramie. Hier wird zu Beginn jeder Periode genau das Risiko dieser Periode
bezahlt.

Definition 1.23 (Natiirliche Prémie). Seien 0 = t9 < -+ < ty = 7 < oo. Die natirliche
Primie zahlt zur Zeit ¢, (bei Erleben) den Betrag

oy i K(tk)E{/ dZL(S>

T > t|, k=0,...,N—1.
(trotry1] K(s) ‘ }

Proposition 1.24 ([BOS, Prop. 2.27]). Es gilt

K A
TS F(ty) /(tk,tkﬂ] K(s) AFy (s),

und die natirliche Prdmie ist eine Nettoprimie.

Beweis. Die Formel folgt aus [q, , K1tdz, = 1{t <Y < tp1}AY)/K(Y) und {YV >
tr} = {1 >t} (da ty < 7). Der erwartete Pramienbarwert ist

Ty _ A _ (
zk: K(tk)P(T ” tk) B zk,: /(tk,tk-u] E dFY B E[K(Y)

denn Y € (0, 7] fast sicher. O

Die natiirliche Primie steigt typischerweise mit dem Alter stark an; die konstante Pra-
mie ist zu Beginn hoéher als das Risiko, und die Differenz wird angespart. Das fithrt auf das
Deckungskapital in Abschnitt 2.1.

Aufgaben

Aufgabe 1.4 (vgl. [BOS, Ubung 2.6]). Zeigen Sie unter den Annahmen von Lemma 1.17, dass
FT_T (t) = FTI (k‘) + (t — k‘)(FTT(k + 1) — FTE (k‘)) firt e U{, k + 1)

Aufgabe 1.5 (vgl. [BOS, Ubung 2.24]). Leiten Sie die Formel fiir die laufende konstante
Préamie bei vorschiissiger und bei nachschiissiger Zahlungsweise her.

Aufgabe 1.6 (vgl. [BOS, Ubung 2.25]). Sei II(t) = ct (kontinuierliche Priimienzahlung). Zei-
gen Sie, dass ¢ so gewahlt werden kann, dass II eine Nettopramie ist, sofern E[Y] und der
Leistungsbarwert endlich sind. Berechnen Sie ¢ fiir T ~ Exp()\), 7 = 00, A =1, K(t) = .

Aufgabe 1.7. Berechnen Sie fiir eine temporére Todesfallversicherung (A = 1 auf [0,7), A(7) =
0, 7 € N) bei jahrlicher Verzinsung die natiirlichen Pramien 7 unter der Interpolationsannahme
aus Lemma 1.17.

13



Kapitel 2

Deckungskapital und der Satz von
Hattendorft

2.1 Nettodeckungskapital und Thielesche Gleichungen

2.1.1 Prospektives und retrospektives Nettodeckungskapital

Bei einer konstanten Priamie zahlt der Versicherungsnehmer anfangs mehr, als sein momenta-
nes Risiko kostet. Der Versicherer muss diesen Uberschuss zuriickstellen, weil er ihn spéter zur
Finanzierung des steigenden Risikos braucht. Das Nettodeckungskapital misst diese Riickstel-
lung.

Definition 2.1 ([BOS, Def. 2.29]). Sei II eine Nettopramienfunktion. Das (erwartete) prospek-
tive Nettodeckungskapital zur Zeit t < tpax ist
A(Y)

V(t) = K(t) E[ml{t <Y}-

dII(s)
ty) K(s)

’T>t};

fir ¢ > tyax sei V(t) := 0.

V(t) ist der erwartete Zeitwert aller kiinftigen Leistungen minus aller kiinftigen Prémien
fiir einen Vertrag, der zur Zeit ¢ noch aktiv ist. Wegen F'(0) = 0 und des Aquivalenzprinzips ist
V(0) = E[B] = 0. Aus Sicht des Kunden ist V(t) der Nettoriickkaufwert, also sein Guthaben
beim Versicherer.

Lemma 2.2 ([BOS, Lemma 2.32, 2.36]). Fir 0 <t < 7 gilt die prospektive Darstellung

K1) A(s) A(7) 1— F(s)
V)= s 0 (/m) e dF(s) + %) (1-F(r-)) — /M NOR dn(s))

und die retrospektive Darstellung

K@) 1 - F(s) A(s)
Vo= 1= Uy 00 6~ T 46

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 1.21 ist E[A(Y)K(Y)™'1{T > t}] = f(m) A/KdF +
A(r)(1=F(r=))/K(7) und, mit Fubini, E[1{T" > t} [, K1) = f[tﬁ)(l—F(s))K(s)_l dII(s).
Division durch P(T > t) = 1 — F(t) ergibt die prospektive Form. Fiir die retrospektive Form
ziehen wir die Identitdt E[B] = 0 aus Lemma 1.21 ab: Die Integrale tiber [0,7) werden zu
Integralen tiber [0,¢] (Leistungen) bzw. [0,¢) (Pramien), mit umgekehrtem Vorzeichen. O

Wie in Lemma 1.11 ist das retrospektive Deckungskapital der aufgezinste Uberschuss der
bisherigen Pramien {iber die bisherigen Leistungen — nun aber pro {iberlebender Person gerech-
net (Faktor 1/(1 — F(t))): Die Priamien der Verstorbenen kommen den Uberlebenden zugute.

14



KAPITEL 2. LEBENSVERSICHERUNG II Risiko- und Extremwerttheorie

2.1.2 Die Thielesche Differentialgleichung

Wir nehmen jetzt glatte Kenngroflen an:

K(t) =1 +./0tk:dt, F(t) = ./O'tfdt, T1(¢) = T1(0) —l—./otwdt (2.1)

mit stetigen k, f,m > 0; 7 ist die Pramienintensitit. Es seien ¢ = k/K die Zinsintensitét und
A = f/(1 = F) die Sterblichkeitsintensitét.

Satz 2.3 (Thielesche Differentialgleichung, [BOS, Satz 2.37]). Unter (2.1) und fiir A stetig auf
0,7) erfillt das Nettodeckungskapital auf (0, 7)

VI(t) = o(t)V (£) + m(t) — M) (A(E) - V().

t)
(t)

iy = [ A0 oy ADTE) Pl

K T TR K(5)

=

Beweis. Nach Lemma 2.2 ist V(t) =

R(t) mit

ol

(fiir ¢ > 0 tragt das Atom II(0) nicht bei). Nach dem Hauptsatz ist R'(t) = —A(t)f(¢t)/K(t) +
Ft)r(t)/K(t), und (K/F)/ = (kF + Kf)/F2 = %(cp + A). Die Produktregel ergibt

V= (o+ NV — M+ 7. 0

Interpretation. Im Zeitintervall [¢, ¢+ dt] wichst das Deckungskapital durch Zinsen (pV dt)
und durch die eingehende Pramie (wd¢). Mit Wahrscheinlichkeit A d¢ stirbt die versicherte
Person; dann muss statt der Reserve V die Leistung A gezahlt werden, der Versicherer verliert
also das riskierte Kapital A —V.

Spar- und Risikopriamie. Schreibt man die Gleichung nach 7 um, so erhéilt man die Zerle-
gung
m(t) = V'(t) — o)V (t) + At) (A(t) — V(1)) .

=:7r5(t) Sparprdmie =:7"(t) Risikopriamie

Die Sparpriamie baut das Deckungskapital auf; es gilt V(t) = K(t) fi 7(s)/K(s)ds (Aufga-
be 2.1). Die Risikopramie bezahlt das Risiko der laufenden Periode.

Bemerkung 2.4 (Stetige natiirliche Pramie). Ist A(1) = 0, so ist 7%(¢) := A(¢)A(¢) eine Net-
topramienintensitdt mit V' = 0: Nach Lemma 2.2 ist der Integrand Af/K — FAA/K identisch
null. Die ganze Pramie ist Risikoprémie, es wird nichts angespart.

Beispiel 2.5. Sei T' ~ Exp(1/50) und eine gemischte Versicherung mit A = 1, 7 = 30 und
konstanter Pramienrate. Man zerlegt sie gedanklich in eine temporéire Todesfallversicherung
und eine Erlebensfallversicherung. Bei der ersten ist (Gedéchtnislosigkeit!) die konstante Pramie
gleich der natiirlichen, also m{p = 1/50. Bei der zweiten ist 7, = —AVgn < 0: Das angesparte
Kapital der Verstorbenen féllt an das Kollektiv zuriick und wirkt als negative Risikoprdmie
BOS, Bsp. 2.41].

Abbildung 2.1 zeigt Deckungskapital und Pramienzerlegung fiir eine gemischte Versiche-
rung.
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Nettodeckungskapital V' (t) Zerlegung der Pramienrate ¢
T T T T T T T
1+ o]
0,04 B
0,5 - B
0,02 B
—— Risikopramie 7"
x
c=n"+mn°
0 | | | Ps 0 I
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t t

Abbildung 2.1: Gemischte Versicherung mit A =1, 7 = 20, 7'~ Exp(0,01), § = 0,03 und konstanter
Nettopramienrate ¢ ~ 0.0426. Links: V' wachst gemafl der Thieleschen Gleichung bis zur Erlebensfall-
leistung 1 an und fillt nach deren Auszahlung auf 0. Rechts: Die Risikopriamie 77 = AM(A — V') (Fléche)
schrumpft, weil das riskierte Kapital A — V' schrumpft; der Rest 7* = ¢ — 7" ist Sparpréamie.

2.1.3 Die Thielesche Integralgleichung

In der Praxis ist K oft stiickweise konstant (jahrliche Verzinsung) und F aus einer Sterbetafel
interpoliert; dann ist Satz 2.3 nicht anwendbar. Die folgende Integralform gilt allgemein.

Satz 2.6 (Thielesche Integralgleichung, [BOS, Satz 2.43]). Mit der kumulierten Sterblichkeits-
intensitat A aus Definition 1.14 gilt fir alle t < T

VO f L [ A=Y
K0~ oy 7 O~ foy ™ Ty AW

Unter (2.1) folgt die Integralgleichung durch Integration aus Satz 2.3, angewendet auf V/K.
Der allgemeine Beweis verwendet eine Kettenregel fiir Funktionen mit Spriingen:

Lemma 2.7 ([BOS, Lemma 2.44]). Sei G wachsend und rechtsstetig mit Werten in einem
offenen Intervall J und h € C*(J). Dann gilt fiir s <t

WG(t)=h(G(s)) = » H(G(u=)) dG(u)+ ) (h(G(u))—h(G(u—))—h'(G(u—))(G(U)—G(u—)))-
Man wendet diese Formel auf h(z) = 1/x und G = 1—F bzw. auf 1/K an und kombiniert sie

mit der partiellen Integration fiir Lebesgue—Stieltjes-Integrale (Anhang A); die Details finden
sich in [BOS, S. 43-47].

2.1.4 Erweiterungen des Modells

Kosten und ausreichende Pramie. Bezeichnet C(¢) den Barwert der Kosten, die an-
fallen, wenn Y = t ist, so heiflt II ausreichend, wenn der erwartete Pramienbarwert gleich
E[A(Y)/K(Y)] + E[C(Y)] ist. Man kann II = TInetto + [TKosten zerlegen und zwei Konten fiih-
ren.

Mehrzustandsmodelle. Berufsunfahigkeits- oder Pflegeversicherungen benétigen mehr als
die Zustdnde ,lebend* und ,tot“. Man modelliert den Zustand des Versicherten dann als zei-
tinhomogene Markov-Kette mit Ubergangsintensititen j;;(t). Fiir das Deckungskapital V; im
Zustand i gilt das System

V;/(t) = ( )V +7Tz ZMU + V( ) V(t)),
J#i
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wobei A;; die Leistung beim Ubergang i — j ist. Fiir zwei Zustinde und Vio; = 0 ist das wieder
Satz 2.3.

Aufgaben

Aufgabe 2.1 (vgl. [BOS, Ubung 2.42]). Zeigen Sie unter den Voraussetzungen von Satz 2.3:
V() = K(t) J 7 (s)/ K (s) ds.

Aufgabe 2.2 (vgl. [BOS, Ubung 2.40]). Sei A konstant auf [0,7), A(T) = 0 und T' ~ Exp()).
Zeigen Sie, dass die stetige natiirliche Pramie gleich der konstanten Nettopramienrate ist.

Aufgabe 2.3 (vgl. [BOS, Ubung 2.35]). Wird zur Zeit ¢y eine Priimie 7 > 0 fillig und ist F
in tp stetig, so gilt V(tg) = V(top+) — m. Interpretieren Sie den Sprung.

Aufgabe 2.4. Losen Sie die Thielesche Differentialgleichung fiir eine lebenslange Todesfallver-
sicherung mit A = 1, T ~ Exp(\), K(t) = ¢ und konstanter Nettoprimienrate explizit. Was
fallt auf?

2.2 Der Satz von Hattendorff

Das Aquivalenzprinzip legt den Erwartungswert des Barwerts fest, E[B] = 0, sagt aber nichts
tiber dessen Streuung. Wie stark weicht der realisierte Verlust eines Vertrags von null ab,
und in welchen Versicherungsjahren entsteht dieses Risiko? Der Satz von Hattendorff (1868)
beantwortet beides.

2.2.1 Varianz bei der Nettoeinmalpramie

Lemma 2.8 (Korrelationsungleichung, [BOS, Lemma 3.3]). Sei X reell und seien f,g: R — R
wachsend mit f(X),g(X) € L?. Dann gilt E[f(X)g(X)] > E[f(X)]E[g(X)].

Beweis. Sei X’ eine unabhéngige Kopie von X. Da f und g wachsen, ist (f(X)— f(X")(g(X)—
g(X")) > 0. Erwartungswertbildung ergibt 2E[f(X)g(X)] — 2E[f(X)]E[¢g(X)] > 0. O

Proposition 2.9 ([BOS, Prop. 3.1)). Ist t — A(t)/K(t) fallend, so hat unter allen Nettopra-
mienfunktionen die Nettoeinmalprdmie die kleinste Varianz des Barwerts B.

Beweis. Schreibe B = a(Y) — p(Y) mit a(y) = A(y)/K(y) fallend und p(y) = Jjo K 1dI
wachsend. Dann ist V[B] = V[a(Y)] + V[p(Y)] — 2Cov(a(Y),p(Y)). Nach Lemma 2.8 (ange-
wendet auf —a und p) ist Cov(a(Y),p(Y)) <0, also V[B] > V|[a(Y)]. Bei der Einmalpramie ist
p konstant und es gilt Gleichheit. O

Fiir eine reine Erlebensfallversicherung ist A/K nicht fallend, und die Aussage wird falsch
(Aufgabe 2.5).

2.2.2 Martingale und der kompensierte Einheitsleistungsstrom

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtration (F;);>0. Ein adaptierter Prozess (X3)
mit E|X:| < oo heifit Martingal, wenn E[X; | Fs] = X f.s. fiir s < ¢ (Sub-/Supermartingal
mit > bzw. <). Dann ist E[X;] = E[Xo]. Ist X € L!, so ist M; := E[X | J%] ein Martingal
(Doob-Martingal, Turmeigenschaft).

Lemma 2.10 (Unkorrelierte Zuwéchse, Pythagoras). Sei (M) ein quadratintegrierbares Mar-
tingal und v < v < s < t. Dann ist Cov(M, — My, My — M) = 0 und E[(M; — Ms)?] =
E[M?] — E[M?].

Beweis. E[(M, — M,)(M; — My)] = E[(M, — M,)E[M; — My | F5]] = 0. Die zweite Aussage
folgt aus E[Ms(M; — M;)] = 0. O
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Der Einheitsleistungsstrom. Sei Y =T A 7 der Leistungszeitpunkt, Ny := 1{Y <t} und
(Ft) die kanonische Filtration von (Ny): F; enthélt genau die Information, ob und wann Y bis
t eingetreten ist. Mit der kumulierten Intensitédt von Y,

dFy (u)
Aﬂﬂ—AﬂLwaﬂ,

definieren wir den kompensierten Einheitsleistungsstrom
M; =Ny — Ay (tAY), t>0.

(Ist 7 < oo und F(r—) =1, so ist Ay in 7 unendlich; Integrale gegen Ay werden dann nur iber
0, 7) gebildet, siche [BOS, Bem. 3.17].)

Proposition 2.11 ([BOS, Prop. 3.18]). (M) ist ein (F¢)-Martingal mit rechtsstetigen Pfaden
und E[M,;] = 0.

Beweis. Vor Y enthéalt F, nur die Information {Y > s}; daher gilt fiir Teilintervalle I C (s, c0)

P(Y € I)

1{Y > s}
BOS, Lemma 3.21]. Sei t > s. Auf {Y < s} ist My —M; =0. Auf {Y > s}ist Ny —N; =1{s <
Y <tpund Ay (EAY) = Ay (s) = 54 1{u < Y} dAy (u). Mit Fubini ist

dFy (u)

E[ usy) dAy ()] = /<S,t](1 ) T g oy = Fr(t) — Fr(s) = Bls < ¥ <),

(s,t

und dasselbe gilt nach Bedingen auf {Y > s} (beide Seiten werden durch 1 — Fy(s) geteilt).
Also E[M; — M, | F5] = 0. O

Hier wird die Rolle von F'(u—) in der Definition von A sichtbar: Der Kompensator integriert
gegen P(Y > u) =1 — Fy(u—).

Proposition 2.12 (Varianz der Zuwéchse und Isometrie, [BOS, Prop. 3.24, 3.25]). Fir 0 <
s <t gilt

E[(M; — M,)?] = /( (1= A () By (1), Ay () = Ay () = Ay (u-),

Fiir jedes messbare f mit [ f2(1 — AAy)dFy < oo ist f(D,oo) fdM wohldefiniert und

B(f,  fmam) = [ f? - anyw)ar .

Beweisskizze. Die erste Formel rechnet man wie in Proposition 2.11 direkt nach; der Faktor
1—AAy korrigiert dafiir, dass bei Atomen von Fy ein Teil des Sprungs von N bereits vorherseh-
bar ist. Fiir Treppenfunktionen f(u) = 37, e;1{t; <u < tjp1}ist [ fdM =37, e;(Me,,, — M),
und wegen Lemma 2.10 verschwinden die gemischten Terme. Das liefert die Isometrie fiir Trep-
penfunktionen; die Fortsetzung auf L? ist ein Dichtheitsargument [BOS, S. 63-66]. O
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KAPITEL 2. LEBENSVERSICHERUNG II Risiko- und Extremwerttheorie

2.2.3 Der Verlustprozess
Definition 2.13 (Verlust, [BOS, Def. 3.27|). Der Verlust zur Zeit ¢ ist

A(Y) V(t) dII(s)
Ly = —=1U{Y <t} + —=%1{Y >t} — .
R ET R T e K
Leistung oder Reserve bisherige Pramien

Fiir Zeitpunkte 0 =tg < t; < ... ist AL; := Ly, — Ly, | der Verlust in der i-ten Versicherungs-
periode.

Bis zum Leistungsfall ist L; die abgezinste Reserve minus die bisher eingenommenen Pra-
mien; danach ist L; = B.

Proposition 2.14 ([BOS, Prop. 3.28, 3.29]). Es gilt L, = E[B | F] f.s., also ist (L;) ein

Martingal, und
Ly = / M dM,,.
o1  K(u)

Beweisskizze. Auf {Y <t} ist B bereits Fi-messbar und gleich L;. Auf {Y > t} ist nach dem
Argument aus Proposition 2.11 E[B | F;] die bedingte Erwartung gegeben T' > ¢, also nach
Definition des Deckungskapitals gleich V(t)/K (t) — f[w) K~1dII. Die Integraldarstellung folgt
aus der Thieleschen Integralgleichung (Satz 2.6): Vor Y stimmen beide Seiten mit — f(o,t](A —
V)/K dA tberein, und im Zeitpunkt Y springen beide um (A(Y) — V(Y))/K(Y). O

Damit haben wir drei Beschreibungen des Verlusts: die anschauliche Definition, die Mar-
tingaldarstellung als Doob-Martingal und die Integraldarstellung gegen M, auf die sich die
[sometrie anwenden lasst.

2.2.4 Der Satz
Satz 2.15 (Hattendorff, [BOS, Satz 3.32]). Es gilt.
(i) E[L{] =0, E[AL;] =0 und E|AL; | F, ,| =0.
Ist zusdtzlich f[o,t] (A%V)Q(l — AAy)dFy < o fiir alle t, so gilt:
(it) Die Verluste ALj, ALy in verschiedenen Perioden j # k sind unkorreliert, auch bedingt
auf Fy, fire < j,k.
Au) — V(u)
iii) V[Li] = / _—
(i) Vit = | (=%
(A(U) — V(u)
K (u)

)2(1 — AAy (u)) dFy (u).

(iv) V|B) = / ) (1= AAy () dFy (u) € [0, 0]

[0,00)

Beweis. (i) folgt aus der Martingaleigenschaft (Proposition 2.14) und Lo = V(0) = 0. (ii)
ist Lemma 2.10 fiir das Martingal (L;), in der bedingten Version mit E[- | F,| statt E. (iii)

folgt aus der Integraldarstellung in Proposition 2.14 und der Isometrie (Proposition 2.12) mit
flu) = 2100 < <t} (iv) folgt aus (iii) mit ¢ — oo, da Ly = B fiir t > Y. O

Abbildung 2.2 zeigt typische Pfade des Verlustprozesses.
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KAPITEL 2. LEBENSVERSICHERUNG II Risiko- und Extremwerttheorie

Abbildung 2.2: Vier Pfade des Verlustprozesses (L;) bei Nettoeinmalprimie IT = \/(\ + &) = 0,4 fiir
T ~ Exp(0,02), § = 0,03, A = 1; Todeszeitpunkte T = 10, 30,60 und ein Leben, das langer als 85 Jahre
dauert (illustrativ gewihlt). Solange die Person lebt, sinkt L; = I1(e=% — 1) deterministisch; beim Tod
springt L um das abgezinste riskierte Kapital (A —V(T))/K(T) = 0,6e~°T und bleibt danach konstant
gleich B. Im Mittel heben sich Drift und Spriinge auf: E[L;] = 0.

Interpretation. Das Risiko eines Vertrags zerféllt additiv in die Risiken der einzelnen Pe-
rioden: V[B] = Y, V[AL;]. Das Risiko einer Periode ist umso grofer, je grofier das riskierte
Kapital A —V in dieser Periode und je wahrscheinlicher dort der Leistungsfall ist. Am Atom
Y = 7 (Erleben des Vertragsendes) ist AAy(7) = 1; dort entsteht kein Risiko, weil der Ausgang
bereits feststeht.

Beispiel 2.16 (Natiirliche Pramie gegen Einmalpréamie). Sei F' stetig und A(7) = 0. Fir die
stetige natiirliche Prdmie ist V = 0 (Bemerkung 2.4), also

A2
K2

A(Y)?
()}

V[B™] = w2

dFyzE[

Fiir die Einmalpramie ist V[B| = V[A(Y)/K(Y)]. Die natiirliche Prémie hat also eine um
(E[A(Y)/K(Y)])2 groBere Varianz.
Aufgaben

Aufgabe 2.5 (vgl. [BOS, S. 54]). Zeigen Sie an einer reinen Erlebensfallversicherung, dass die
Einmalpramie ohne die Monotonievoraussetzung an A/K nicht varianzminimal sein muss.

Aufgabe 2.6 (vgl. [BOS, Ubung 3.23]). Die Verteilung von Y habe Atome der Masse 1/2 in 1
und 2. Bestimmen Sie den Kompensator Ay (¢ AY') und iiberpriifen Sie die Varianzformel aus
Proposition 2.12.

Aufgabe 2.7. Sei T ~ Exp(\), 7 = 0o, A = 1, K(t) = ¢ und Einmalpréamie. Berechnen Sie
V(t) und V[B] einmal direkt und einmal mit dem Satz von Hattendorff.
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Teil 11

Schadenversicherungsmathematik
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Kapitel 3

Statische Risikomodelle

In der Schadenversicherung (Kfz, Feuer, Haftpflicht, Naturgefahren) ist nicht nur der Zeitpunkt,
sondern auch die Héhe der Leistung zufillig. Die Vertrége sind meist kurz (ein Jahr), deshalb
vernachlassigen wir in Teil I die Verzinsung. Wir betrachten zundchst statische Modelle: den
Gesamtschaden eines Portfolios in einer festen Periode.

3.1 Individuelles und kollektives Modell

Definition 3.1 ([BOS, Def. 4.1, 4.2, 4.7]). Wir definieren wie folgt.

(a) Individuelles Modell: n € N unabhéngige Schiaden Y7,...,Y, > 0, einer pro Vertrag (oft
mit P(Y; = 0) > 0), Gesamtschaden Sing = > 1v; V;.

(b) Kollektives Modell: eine Schadenanzahl N € Ny und identisch verteilte Schadenhéhen
X1, Xo,... >0, Gesamtschaden Sy = Zé\;l X;.

(c) Sind im kollektiven Modell N, X1, Xo,... unabhéngig, so spricht man vom Standardmo-
dell der kollektiven Risikotheorie; der Gesamtschaden sei dann S = 25-\7:1 Xj.

Das individuelle Modell ziahlt Vertriage, das kollektive Modell zdhlt Schiden. Man kann das
erste in das zweite tiberfithren: Setze N := #{i : ¥; > 0} und nehme als Schadenhohen die
positiven Y;. Im allgemeinen Fall sind die X; dann Mischungen der bedingten Verteilungen
P(Y; € - | ¥; > 0) und nicht unabhéngig von N [BOS, Prop. 4.4|. Im homogenen Fall (alle Y;
identisch verteilt, p = P(Y; > 0)) erhélt man dagegen ein Standardmodell mit N ~ Bin(n, p)
und X; ~ P(Y; € - | Y1 > 0), das Binomialmodell.

3.2 Schadenhohen und Schadenanzahlen

Verteilung Dichte bzw. Tail Parameter Tail
Exponential Exp()) F(x)=e A>0 leicht
Gamma I'(«, ) flz) = %gu‘kle*ﬁw a, >0 leicht
Weibull W (A, «) F(z) = e~ O)" Aa>0 schwer gdw. a < 1
Pareto P(k, ) F(z)=(k/2)*, 2>k K,a>0 schwer
Lomax P*(k, «) F(x)=(1+x/k)® K, >0 schwer
Log-Normal LN (j1,02) log X ~ N(u,o?) peER o>0 schwer
Log-Gamma log X ~ I'(av, B) a, >0 schwer

Die wichtigste qualitative Eigenschaft einer Schadenhdhenverteilung ist, wie schnell ihr
Tail abfallt. GroBschéden (Feuer, Sturm, Haftpflicht) kénnen den Gesamtschaden eines ganzen
Portfolios dominieren.
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Definition 3.2 (Leichte und schwere Tails, [BOS, Def. 4.8]). Eine Zufallsvariable Z > 0 mit
Verteilungsfunktion F heiBt light Tailed, wenn E[e**] < oo fiir ein A > 0, und sonst heavy
Tailed. Die Klasse der heavy-Tailed Verteilungen bezeichnen wir mit /C.

Proposition 3.3 ([BOS, Prop. 4.10]). Fir F' mit F(0—) = 0 sind dquivalent:
(i) F ist light Tailed;
(ii) es gibt X > 0 mit e’ F(x) — 0 fiir z — oo;
(iii) es gibt A > 0 mit limsup,_, ., e F(z) < oo.
Beweis. (i)=(ii): Ist E[e*] < oo, so gilt nach Markov F(z) < e~ *E[e*], also e*/2F(z) — 0.
(ii)=(iii) ist klar. (iii)=(i): Ist F(z) < Ce " fiir grofie z, so ist fiir 0 < s < A nach Fubini

E[es?] =1 —I—/ se®”F(x) dz < oo. O
0

Schwere Tails haben also einen Tail, der langsamer als jede Exponentialfunktion abfallt. Ist
E[Z"] = oo fiir ein n, so ist Z heavy Tailed; die Umkehrung gilt nicht (Log-Normal hat alle
Momente).

Abbildung 3.1 macht die Unterschiede zwischen den Tails sichtbar.

T T T T T T T T T T T T T T
1071 | ST
—4 |
3 10
3
| — Exp(1)
1077 - |---- Weibull, a = %
-----Log-Normal, 0 = 1
—— Lomax, a = 2 .
10710 T Lol Lol ! A T B B B
107! 10° 10* 10 10°

T

Abbildung 3.1: Tails F(x) von vier Schadenhdhenverteilungen mit gleichem Erwartungswert 1 (doppelt
logarithmisch). Bei z = 100 liegen die Werte zwischen e 1% ~ 4. 10744 (exponentiell) und (101) 2 ~
10~* (Lomax). Regulir variierende Tails erscheinen asymptotisch als Geraden mit Steigung —a; Weibull
mit o < 1 und Log-Normal sind heavy Tailed, fallen aber schneller als jede Potenz.

Schadenanzahlen.
o Binomial Bin(n,#) entsteht im Binomialmodell; fiir groBe Portfolios unhandlich.

o Poisson Poi(\) approximiert Bin(n,#) fir groes n und kleines # mit nf ~ \; Erwar-
tungswert gleich Varianz.

e Negativ binomial NB(8,0) mit P(N = k) = ("*F"167(1 — 0)*: Varianz grofer als Erwar-
tungswert (,,overdispersion®), wie in vielen Daten beobachtet.

Beispiel 3.4 (Negativ binomial als Poisson-Gamma-Mischung). Ist © ~ I'(a, 8) und N gege-
ben © = 6 Poisson(0)-verteilt, so ist

© L0k g E—1 B \a, 1 \k
P(N:k)z/o 665@9 le 59d9:<0‘+k >(6+1) (m)

also N ~ NB(a, 5/(8 + 1)). Interpretation: Die Versicherten haben unterschiedliche, zuféllige
Schadenfrequenzen ©. Wir kommen in Kapitel 13 darauf zuriick.
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3.3 Die Verteilung des Gesamtschadens

Definition 3.5 (Faltung). Fiir Verteilungsfunktionen F, G ist (F'+ G)(x) := [p F(z —t)dG(t);
ferner F*0(z) = 1{z > 0} und F** = F*("=1 « ",

Sind X,Y unabhéngig, so ist Fx y = Fx x Fy. Hat F eine Dichte f, so hat F % G die
Dichte [ f(z —t)dG(¢).
Proposition 3.6 ([BOS, Prop. 4.18]). Im Standardmodell mit Schadenhéhenverteilung F' gilt

P(S < z) ZIP n) F*"(z).

Beweis. Bedinge auf {N = n} und nutze die Unabhéangigkeit von N und (Xj). O

Die Verteilung von S heifit zusammengesetzte Verteilung; fir N ~ Poi(\) spricht man von
der zusammengesetzten Poisson-Verteilung CPoi(\, F'). Explizit wird die Formel nur selten,
etwa bei Gamma-verteilten Schiden, denn I'(«, 5) * (e, 5) = I'(a + &, ).

Erzeugende Funktionen. Fir eine Zufallsvariable & sei
o e(t) = E[e’] die momentenerzeugende Funktion auf Dg = {t : ¢¢(t) < oo},
o ¢¢(s) = E[s*] die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion (¢ > 0),

o Xe(t) = E[e™] die charakteristische Funktion.
Fiir Exp()) ist ¢(t) = A/(A — t) auf (—oo, A), fiir Poi()\) ist ¥(t) = exp(A(e! —1)). Ist £ >0
heavy Tailed, so ist D¢ = (—00,0]. Fiir No-wertiges & bestimmt ¢¢ die Verteilung iiber P(¢ =
n) = (bé") (0)/n!; allgemein bestimmt x¢ die Verteilung, ebenso ¢, falls D¢ eine Umgebung der
0 enthélt [BOS, Satz 4.27]. Fir unabhéngige Summanden multiplizieren sich die erzeugenden
Funktionen.

Proposition 3.7 ([BOS, Prop. 4.29]). Im Standardmodell gilt 1s(t) = ¢ (¥x, (t)) fir alle t
mit t € Dx, und ¢x, (t) im Definitionsbereich von ¢y .

Beweis. E[e"S] =Y, P(N = n)E[e!X1t+X0)] = S P(N = n)yx, (t)" O

Korollar 3.8. Fiir S ~ CPoi(\, F) ist g(t) = exp(AM(¢x, (t)—1)). Sind S1, ..., Sk unabhingig
mit S; ~ CPoi(\;, F}), so0 ist 3, S; ~ CPoi(\, F) mit A =3 ; \; und F =3 ; 3 F,

Das Zusammenlegen unabhéngiger Portfolios bleibt also in der Klasse der zusammenge-
setzten Poisson-Verteilungen; die Schadenhohe ist eine Mischung. Die Faltungsstabilitdt der
Schadenanzahlverteilungen (Bin(n, ) % Bin(n, §) = Bin(n + n, ), analog fiir Poisson und fiir
NB(-,0)) beweist man ebenso mit ¢x.

Abbildung 3.2 zeigt zwei zusammengesetzte Poisson-Verteilungen.

Aufgaben

Aufgabe 3.1 (vgl. [BOS, Ubung 4.13]). Zeigen Sie: Pareto-, Lomax-, Log-Gamma- und Log-
Normalverteilung sind heavy Tailed; die Weibull-Verteilung ist genau fiir a < 1 heavy Tailed.
Aufgabe 3.2 (vgl. [BOS, Ubung 4.11]). Finden Sie eine Verteilung mit liminf, e’ F(z) = 0
und lim sup, e’ F(x) = oo fiir alle A > 0.

Aufgabe 3.3. Berechnen Sie E[S] und V[9] fiir S ~ CPoi(\, F') durch Ableiten von logg in
0. Was sind die hoheren Kumulanten?

Aufgabe 3.4 (vgl. [BOS, Ubung 4.33]). Beweisen Sie das Korollar iiber das Zusammenlegen
unabhingiger zusammengesetzter Poisson-Portfolios.
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A=3 A=20
02 T T T T
6-107% | \, :
0,15 o\
4-107% | o\ .
0.1 [ \
\\
5-10724 2:107% | \ a
0 ‘ \ 0 J \ i ! !
0 20 25 0 20 40 60 80
xr X

Abbildung 3.2: Zusammengesetzte Poisson-Verteilung CPoi(A, Exp(1)): Dichte des absolut stetigen
Teils (durchgezogen) und Normalverteilung mit gleichem Erwartungswert A und gleicher Varianz 2\
(gestrichelt). Fiir A = 3 trigt {S = 0} die Masse e ® ~ 0,05 (Punkt, keine Dichte), und die Verteilung
ist deutlich rechtsschief. Fiir A = 20 ist die Normalapproximation im Zentrum gut, unterschétzt aber
den rechten Tail.

25



Kapitel 4

Abweichungen des Gesamtschadens
vom Erwartungswert

Wie grofl muss eine Pramie sein, damit der Gesamtschaden sie nur mit kleiner Wahrschein-
lichkeit iibersteigt? Dazu brauchen wir Schranken fur P(S > E[S] + ¢). Wir sehen zwei Arten:
polynomielle aus Momenten und exponentielle aus der momentenerzeugenden Funktion. Welche
zur Verfiigung steht, hingt vom Tail der Schadenhohe ab.

4.1 Die Waldschen Gleichungen

Satz 4.1 (Erste Waldsche Gleichung, [BOS, Satz 4.34|). Seien X1, Xa,... u.i.v. mit E|X;| <
o0, N € Ny mit E[N] < oo, und fir jedes n sei 1{N = n} unabhingig von (Xp41, Xn+2,...).
Dann gilt E[XN 1 Xi| = E[N]E[X4].

Beweis. Es ist Y8 | X = Y>1 Xel{N >k}, und {N > k} = {N < k — 1}€ ist unabhiingig
von Xj. Also EY | Xk|I{N > k} = E|X1| X P(N > k) = E|X1|E[N] < oo, und dieselbe
Rechnung ohne Betrége liefert die Behauptung. O

Die Voraussetzung erlaubt, dass NV von den bereits beobachteten Xi,..., Xx abhéangt; N
ist dann eine Stoppzeit. Diese Allgemeinheit nutzen wir in der Erneuerungstheorie (Kapitel 6).

Satz 4.2 (Zweite Waldsche Gleichung, [BOS, Satz 4.37, 4.38]). Gelte zusdtzlich E[X?] < oo;
sei = E[X1], 02 = V[X1]. Dann ist E[(Sy —uN)?] = ¢?E[N]. Sind N, X1, Xa, ... unabhdingig
und E[N?] < oo, so gilt

V[Sn] = o> E[N] + p? VN].

Beweis. Wir zeigen nur die zweite Formel. Gegeben N = n hat Sy Erwartungswert ny und
Varianz no?. Die Formel der totalen Varianz V[Sy] = E[V[Sy | N]] + VIE[Sx | N]] liefert
E[N]o?+V[N ). Die erste Formel beweist man mit dem Martingal M,, = >, ,,(X;—p)1{N > i}
[BOS, S. 98-100]. - O

Die zweite Formel zerlegt die Varianz in einen Anteil aus den Schadenhéhen und einen aus
der Schadenanzahl. Im zusammengesetzten Poisson-Modell ist V[S] = A\E[X?].
4.2 Polynomielle Schranken

Proposition 4.3 (Markov, Tschebyschow, Cantelli). Sei X reell.
(a) Fir wachsendes h > 0 und ¢ > 0 mit h(c) > 0: P(|X| > ¢) < E[R(|X])]/h(c).

(b) Ist V[X] < 0o, so gilt P(|X — EX| > ¢) < V[X]/c%
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(c) (Cantelli) Ist V| X| = 0% < 00, s0 gilt P(X —EX > ¢) < a?/(c? + 0?) fiir ¢ > 0.

Beweis. (a) folgt aus h(c)1{|X| > ¢} < h(]X]); (b) ist (a) mit h(z) = 22. (c) Sei 0. E. EX = 0.

Fiir jedes x > 0 ist nach (a)

P(X > ¢) <P((X +2)2 > (c+12)?) < Lk
- - ~ (c+x)?

Die Wahl z = 02 /c minimiert die rechte Seite und liefert o2/(c? + o2). O

Die Cantelli-Ungleichung ist scharf: Fiir P(X =¢) = 1/(1+¢2), P(X = —1/c) = 2 /(1 + )
gilt Gleichheit. Fiir den Gesamtschaden im Standardmodell erhédlt man mit Satz 4.2

E[N]o? + V[N
P(SZE[Nlu+c) < 3 JE[]N}; JVB;]MQ'

Anwendung: Primie mit Sicherheitszuschlag. Soll die Pramie P = E[S] 4 ¢ nur mit
Wahrscheinlichkeit < € iiberschritten werden, so geniigt nach Cantelli

> /VIS] /(1 —e)/e.

Das ist ein Sicherheitszuschlag proportional zur Standardabweichung; er bendtigt nur zwei
Momente, ist dafiir aber grob.

4.3 Grofle Abweichungen

Definition 4.4 (Ratenfunktion, [BOS, Def. 4.48]). Fiir eine reelle Zufallsvariable X sei Ax(s) :=
log E[e*X] € (—oc, 00| die kumulantenerzeugende Funktion und

Ix(b) :=sup(sb—Ax(s)), beR,
s>0

die (einseitige) Ratenfunktion.

Ax und Ix sind konvex (Holder), Ix > 0 (wéhle s = 0), Ix ist wachsend und Ix(EX) =0
(Jensen). Ist P(X > x) =0, so ist Ix(2') = oo fir 2/ > .

Proposition 4.5 (Chernoff-Schranke, [BOS, Prop. 4.55]). Fir u.i.v. X1,..., X, und S, =
X1+ + X, gilt P(S, > bn) < e ™x1®) fir alle b e R.

Beweis. Fiir s > 0 ist nach Markov P(S,, > bn) < e *"E[e*%] = exp(—n(sb—Ax, (s))). Nimm
das Infimum iber s > 0. O

Im homogenen individuellen Modell folgt P(Sinq > a) < e ™1™ im Standardmodell
durch Bedingen auf N P(S > a) < ¥, P(N = n)e™x1(¢/") Die Schranke ist im exponentiellen
Sinne optimal:

Satz 4.6 (Cramér 1938, [BOS, Satz 4.58]). Seien X1, Xoa,... w.i.v. und sei Ax, in einer
rechtsseitigen Umgebung der 0 endlich. Dann ist M = E[X;] € [—00,00) und fir alle b > M

1
lim —logP(S, > bn) = —Ix,(b).

n—oo n,
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Beweisskizze. Die obere Schranke ist Proposition 4.5. Fiir die untere Schranke nehmen wir
an, dass b = A'(s) fiir ein s > 0 im Inneren des Definitionsbereichs. Unter dem ezponentiell
gekippten Map dQ = eX1=Ms) dP (fiir jeden Summanden) hat X; den Erwartungswert A’(s) =
b. Fiir € > 0 ist

P(S,, > bn) > Eqg[e 5 TmA 1 {pn < S, < (b+e)n}] > e A= Qb < S, < (b+e)n),

und die letzte Wahrscheinlichkeit konvergiert nach dem zentralen Grenzwertsatz gegen 1/2. Da
sb — A(s) = I(b) fiir dieses s, folgt liminf 1 log P(S, > bn) > —I(b) — se. Den allgemeinen Fall
behandelt [BOS, S. 106-109]. O

Die Idee des Mafiwechsels ist zentral: Das unwahrscheinliche Ereignis wird typisch realisiert,
indem alle Summanden ein wenig groBer ausfallen. Bei schweren Tails ist das anders (Kapitel 9).
Abbildung 4.1 veranschaulicht die Definition der Ratenfunktion.

I I I I
— Ax(s) = —log(1l — s)
1.5 _Sb7 b=2
---- Tangente mit Steigung b

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Abbildung 4.1: Die Ratenfunktion als Legendre-Transformierte, fiir X ~ Exp(1) und b = 2: Ix(b) ist
der grofite Abstand der Geraden s — sb iiber der konvexen Funktion Ax. Er wird dort angenommen,
wo Ay (s*) = b, hier bei s* = 1/2; das ist zugleich der Parameter des gekippten Mafles im Beweis des
Satzes von Cramér, unter dem X den Erwartungswert b hat.

Beispiel 4.7 (Ratenfunktionen, [BOS, Bsp. 4.59]). Fir b > EX gilt:
o X ~Exp(A): I(b) = Ab — 1 — log(\b);
o X ~ Poi(A): I(b) = blog(b/\) — b+ X;
o X ~Ber(f): I(b) =blogs + (1 —b)log =5, b < 1.

Beispiel 4.8 (Vergleich der Schranken). n = 1000 Vertrdge mit Schadenwahrscheinlichkeit
0 = 0,01 und Schadenhdhe 1. Gefragt ist P(S > 20), also doppelt so viele Schiden wie erwartet.
Cantelli mit ¢ = 10, 62 = 9,9 liefert 0,090; Chernoff mit b = 0,02 liefert e=1000-1(0,02) ~ (9 020.
Der exakte Wert ist etwa 0,0033.

Abbildung 4.2 vergleicht die Schranken iiber einen ganzen Bereich von Schwellen.

Proposition 4.9 ([BOS, Prop. 4.61]). Sei X > 0 mit Ratenfunktion I. Ist X heavy Tailed, so
ist I = 0; andernfalls gibt es x mit I(x) > 0.

Beweis. Ist X heavy Tailed, so ist Ax(s) = oo fiir alle s > 0 und das Supremum wird bei s = 0
angenommen. Ist E[e?X] < oo, so ist T(x) > Az — Ax(\) > 0 fiir groBes x. O

Fiir schwere Tails liefert die Chernoff-Methode also nichts: Die Wahrscheinlichkeit grofier
Abweichungen fillt dann nicht exponentiell in n.
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Abbildung 4.2: Schranken fiir P(S > a) mit S ~ Bin(1000;0,01), ES = 10. Cantelli fillt nur wie a=2;
die Chernoff-Schranke fillt exponentiell mit der richtigen Rate, liegt aber um einen subexponentiellen
Faktor tiber dem exakten Wert (bei @ = 40 etwa um den Faktor 12). Logarithmische Skala.

Aufgaben

Aufgabe 4.1 (vgl. [BOS, Ubung 4.60]). Leiten Sie die Ratenfunktionen aus dem Beispiel her
und bestimmen Sie zusdtzlich Ax und Ix fiir die Gammaverteilung.

Aufgabe 4.2. Zeigen Sie an einem Beispiel, dass die Varianzformel in Satz 4.2 ohne Unabhén-

gigkeit von NV und (X;) falsch sein kann [BOS, Bem. 4.39)].

Aufgabe 4.3. Sei S ~ CPoi(\, Exp(1)). Bestimmen Sie die Chernoff-Schranke fiir P(S > a)
explizit und vergleichen Sie sie fiir A = 100 und a = 150 numerisch mit Cantelli und mit einer

Normalapproximation.
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Kapitel 5

Panjer-Rekursion und dynamische
Risikomodelle

5.1 Die Panjer-Rekursion

Die Faltungsformel aus Proposition 3.6 ist numerisch teuer. Sind die Schadenhfhen ganzzahlig
(in Geldeinheiten diskretisiert), so lassen sich die Gewichte des Gesamtschadens fir eine wichtige
Klasse von Schadenanzahlverteilungen rekursiv berechnen. In diesem Abschnitt seien die X; Np-
wertig mit fi, .= P(X; = k) (wir erlauben fy > 0), sowie p, := P(N =n) und g5 := P(S = s).

Definition 5.1 (Panjer-Klasse, [BOS, Def. 4.64]). Eine Verteilung (p,) auf Ny gehort zur
Panjer-Klasse, wenn es a,b € R mit a + b > 0 gibt, so dass

Pn = (a‘l‘%)pn—la n > 1.

a b 90 = ¢n(fo)
Bin(m,§) —1%; (mt1)6 (1—60+0f)™
Poi(\) 0 A e M1-fo)

NB(8.0) 1-0 (B-1)(1-0) (6/(1—(1-6)f))"

Satz 5.2 (Sundt-Jewell 1981, [BOS, Satz 4.68]). Die Panjer-Klasse besteht genau aus den
Binomial-, Poisson- und negativen Binomialverteilungen.

Beweisskizze. Ist a < 0, so wird a + b/n fir grofie n negativ; damit alle p, > 0 sind, muss die
Folge vorher abbrechen, d. h. b/a = —(m+ 1) mit m € N: binomial. Fiir a = 0 ist p,, = pob"/n!:
Poisson. Fiir 0 < a < 1 ist p, = po (BJ“Z*l)a” mit 5 =1+ b/a: negativ binomial mit § = 1 — a.

Fir a > 1 ist > p, = o0. O

Satz 5.3 (Panjer-Rekursion 1981, [BOS, Satz 4.70]). Ist N aus der Panjer-Klasse und sind
N, X1, Xa,... unabhdingig, so gilt go = ¢n(fo) und

1 > bk
:1—af0k§::1<a+8>fkgs_k’ s> 1.

Gs

Beweis. go =Y., pnf = ¢n(fo). Sei s > 1L und S, = Xi + -+ + X,,. Aus Symmetriegriinden
ist E[X; | S, = s] fiir alle j < n gleich, also gleich s/n. Daher gilt fir n > 1

(a + %)IP(S” =s)= E[(a+ b—fl)n{sn = S}:| = i(a—i— %)fkp(sn—l =s—k).
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Multipliziert man mit p,_; und summiert iiber n > 1 (der Term n = 0 verschwindet wegen
s > 1), so erhélt man

gs =Y palP(Sn =) = i(a + %)fk Gs—k-

n>1 k=0 5
Bringt man den Summanden k& = 0, also afpgs, auf die linke Seite, folgt die Behauptung. [

Fiir s < smax bendtigt die Rekursion O(s2 ) Operationen, statt alle Faltungspotenzen f*"
zu berechnen. In der Praxis konkurriert sie mit Fourier-Methoden (schnelle Fourier-Transformation

von ¢n(xx,))-
Abbildung 5.1 zeigt das Ergebnis der Rekursion fiir ein konkretes Beispiel.

T I I
0,02 |- AT ~ Panjer: P(S = s) | |
R ---- N(55,385)

9s
’
’

0,01 |- N

WHHHHHHHHHHHHHJ

0 20 40 60 80 100 120
s

Abbildung 5.1: Exakte Verteilung des Gesamtschadens fiir N ~ Poi(10) und auf {1,...,10} gleich-
verteilte Schadenhéhen, berechnet mit der Panjer-Rekursion (P(S = 0) = e~'9 ist nicht sichtbar). Die
Normalverteilung mit gleichem Mittel und gleicher Varianz trifft das Zentrum, aber nicht den Tail:
P(S > 100) ~ 0.0177 exakt gegeniiber 0.0102 in der Normalapproximation.

5.2 Dynamische Modelle der kollektiven Risikotheorie

Nun verfolgen wir den Gesamtschaden in der Zeit und vergleichen ihn mit den laufend einge-
henden Prémien.

Definition 5.4 ([BOS, Def. 5.1, 5.3]). Ein Schadeneintrittsprozess ist ein No-wertiger Prozess
(Ny) mit Ny = 0, stiickweise konstanten, rechtsstetigen Pfaden und Spriingen der Hohe 1. Sei
(X;) eine davon unabhéngige u.1i.v. Folge positiver Schadenhdhen mit Verteilungsfunktion F,
und sei IT eine Pramienfunktion mit II(0) = 0. Dann heiBen

Ni
Sy = ZXq; (Gesamtschadenprozess), U :=u+TI(t) — Sy (Risikoprozess)
i=1

mit Startkapital « > 0.

Definition 5.5 (Erneuerungsprozess, [BOS, Def. 5.4]). Seien Wi, Wa, -+ > 0 u.i.v. (Warte-
zeiten) mit Verteilungsfunktion G und E[W;] = 1/X € (0,00]. Mit Ty =0, T, = Wi +-- -+ W,
heifit Ny := #{n > 1: T, <t} Erneuerungsprozess mit Intensitét A. Fir W; ~ Exp(\) heifit er
Poisson-Prozess mit Rate .

Proposition 5.6 (Starkes Gesetz, [BOS, Prop. 5.5]). Fir einen Erneuerungsprozess gilt N/t —
A fast sicher.
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Beweis. Es ist T, <t < Tn,4+1 und N; — oo f.s. Also TITN; < N% < ij,\:’ff . N]f\,tl, und beide
Schranken konvergieren nach dem starken Gesetz der groBlen Zahlen gegen E[W;] = 1/A (auch

fir EW; = oo durch Abschneiden). O

Der Poisson-Prozess hat unabhéngige, stationdre Zuwéchse mit N;g — Ny ~ Poi(As); diese
Eigenschaften legen seine Verteilung fest. (N — At) ist ein Martingal: At ist der Kompensator
wie in Abschnitt 2.2.

Definition 5.7 (Sparre-Andersen- und Cramér—Lundberg-Modell). Ist (/V;) ein Erneuerungs-
prozess mit Intensitdat A > 0, gilt p := E[X;] < co und II(¢#) = ¢t mit Pramienrate ¢ > 0, so
heifit das Modell Sparre-Andersen-Modell. Tst (N;) ein Poisson-Prozess, so heifit es Cramér—
Lundberg-Modell.

Im Cramér-Lundberg-Modell ist (S;) ein zusammengesetzter Poisson-Prozess und (U;) ein
Lévy-Prozess (unabhéngige und stationdre Zuwéchse, cadlag-Pfade).

Definition 5.8 (Ruinfunktion, [BOS, Def. 5.14|). Die Ruinwahrscheinlichkeit bei Startkapital
u > 0 ist
U(u) :=P(U; <0 fiir ein t > 0 | Up = u);

fiir u < 0 sei U(u) := 1. Ferner sei ¥(u) := 1 — ¥(u) die Uberlebenswahrscheinlichkeit.

Satz 5.9 ([BOS, Satz 5.15]). Im Sparre-Andersen-Modell gilt S/t — A und U/t — ¢ — A\
fast sicher.

Beweis. S/t = N% doi<n, Xit % — A nach dem starken Gesetz und Proposition 5.6. O]

Definition 5.10 (Sicherheitszuschlag, NPC). p := )\—CM — 1 heifit relativer Sicherheitszuschlag.
Gilt p > 0, d.h. ¢ > Au, so sagt man, die Nettogewinnbedingung (net profit condition, NPC)
sei erfiillt.

Fir p < 0 strebt Uy linear gegen —oo, also ¥ = 1. Far p > 0 ist inf; U; > —oo f.s., und da
eine Erhohung von u den Pfad nur verschiebt, folgt ¥(u) — 0 fir u — oo. Auch im kritischen
Fall p = 0 tritt Ruin fast sicher ein (Korollar 8.6 fiir das Cramér-Lundberg-Modell). Der Fall
p = 0 ist das Aquivalenzprinzip der Schadenversicherung; er reicht also nicht aus.

Abbildung 5.2 zeigt einen typischen Pfad bis zum Ruin.

10 - //// .

e | |
oo P L
\ \ ! | ! | ! ! ! RGini

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

U
ot

Abbildung 5.2: Ein simulierter Pfad des Risikoprozesses im Cramér—Lundberg-Modell mit u = 5,
¢ =12, A =1 und Exp(1)-Schéden (p = 0,2), bis zum Ruin. Zwischen den Schéden wéchst U linear
mit Steigung c; jeder Schaden ist ein Sprung nach unten (gepunktet). Ruin kann daher nur in einem
Schadenzeitpunkt eintreten, was die Irrfahrtsdarstellung (5.1) begriindet.
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Irrfahrtsdarstellung. Zwischen zwei Schidden wéchst U linear. Ruin kann daher nur in
einem Schadenzeitpunkt T;, eintreten, und dort ist Uz, = u — 331 (X; — cW;). Mit den Pseu-

doschadenhéhen X; = X; — ¢W; und der Irrfahrt S, == X1 + -+ + X, gilt

U(u) = P(sup Sy > u) (5.1)

n>1

Die NPC ist dquivalent zu E[X;] = u — ¢/ < 0: Die Irrfahrt hat negative Drift.

Aufgaben

Aufgabe 5.1 (vgl. [BOS, Ubung 4.63]). Bestimmen Sie a,b und py fiir die Binomial- und die
negative Binomialverteilung und verifizieren Sie die Tabelle.

Aufgabe 5.2. Implementieren Sie die Panjer-Rekursion fir N ~ Poi(10) und X; gleich-
verteilt auf {1,...,10}. Vergleichen Sie P(S > 100) mit einer Normal- und einer Gamma-
Approximation.

Aufgabe 5.3. Zeigen Sie, dass fiir einen Poisson-Prozess (N; — At) und ((N; — A\t)? — At)
Martingale beziiglich der kanonischen Filtration sind.
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Kapitel 6

Erneuerungstheorie I

Die Ruinwahrscheinlichkeit wird sich als Losung einer Erneuerungsgleichung herausstellen (Ka-
pitel 8). Wir stellen daher die notige Erneuerungstheorie bereit. Sie ist auch dartiber hinaus
niitzlich, etwa in der Warteschlangen- und Zuverlédssigkeitstheorie.

Sei (N¢) ein Erneuerungsprozess mit Wartezeitverteilung G, G(0) = 0, Sprungzeiten 7,, und
m = E[W;] € (0, 00].

6.1 Erneuerungsfunktion
Wegen {N; > k} = {1}, <t} gilt

P(N; > k) = G**(t),  P(N; = k) = G*F(t) — @**HD(p),
Proposition 6.1 ([BOS, Prop. 5.21]). Fiir alle t > 0 und v > 0 ist E[e"Vt] < 0o,

Beweis. Fiir 6 > 0 ist L(#) := E[e™®"1] < 1 wegen Wi > 0, und L(6) — 0 fiir § — oco. Nach
Markov ist P(N; > k) = P(e Tk > e %) < e” L(0)*. Wihle 0 so groB, dass e"L(f) < 1; dann
ist > FP(N; > k) < oo. O

Definition 6.2 (Erneuerungsfunktion). M (¢) := E[Ny], t > 0.

Es ist M(t) = Y1 P(V: > k) = Yps1 GF(t) < 0o, M(0) = 0, und M ist wachsend und
rechtsstetig. Flir den Poisson-Prozess ist M (t) = At.

Definition 6.3 (Faltung). Fiir lokal beschranktes messbares A und B von lokal beschrinkter
Variation (Differenz zweier wachsender, rechtsstetiger Funktionen) sei

(AxB)(t) := At — s)dB(s), t>0.
(0,¢]

Fir A(0) = B(0) = 0 ist die Faltung kommutativ (partielle Integration), und sie ist asso-
ziativ, sofern alle Terme definiert sind.

Proposition 6.4 ([BOS, Prop. 5.26]). M =G+ M xG.

Beweis. M =G + ZkZQ Gy G =G+ (ijl G*j) *G. =

6.2 Die Erneuerungsgleichung

Erneuerungsargument. Um eine Grofle H(t), die vom Prozess abhéngt, zu berechnen, un-
terscheidet man nach dem ersten Sprung 77 = Wi: Ist Wy > £, so kennt man die Situation
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explizit; ist Wp = y < ¢, so beginnt der Prozess in y von neuem, und die gesuchte GroBe ist
H(t — y). Das fithrt auf

H(t) = a(t) + 0 H(t —y)dG(y), kurz H =a+ H *G. (6.1)

Satz 6.5 (Erneuerungsgleichung, [BOS, Satz 5.28]). Sei a lokal beschrinkt und messbar. Dann
besitzt (6.1) genau eine lokal beschrinkte messbare Losung, ndmlich

H=a+axM, H(t) = a(t) + (Ot]a(t—x)dM(x).

Beweis. Ezistenz: Mit MxG = M—G ist (a+axM)*G = axG+ax(M*G) = axG+axM—axG =
a*x M, also a+ (a+a*x M)«G = a+ax* M. H ist lokal beschriankt, da M endlich ist.
Eindeutigkeit: Die Differenz D zweier Losungen erfiillt D = D x G, also D = D x G*" fiir alle n
und |D(t)| < suppoy |D|G*™(t). Da 32, G (t) = M(t) < oo, folgt G*"(t) > 0 und D =0. [

Fira=Gist H = M.

6.3 Restwartezeit und Wartezeitparadoxon

Definition 6.6. Zur Zeit t sei R; := Ty, +1 —t die Restwartezeit bis zum nichsten Sprung und
Ay =1t — Ty, das Alter (die aktuelle Wartezeit).

Abbildung 6.1 illustriert die Groflen A; und Ry.

N
" —
5t —
i — e
D + + + E + S
Ty T, T3 Ty T
A, R,

Abbildung 6.1: Schema eines Erneuerungsprozesses: N, springt in den Erneuerungszeitpunkten 7,, =
Wi+---+ W, um 1 und ist rechtsstetig. Zur festen Zeit ¢t (hier N; = 4) misst das Alter A; = t— Ty, die
seit dem letzten Sprung vergangene Zeit, die Restwartezeit R, = Tn,41 — t die Zeit bis zum néchsten.
Thre Summe ist die Linge des Intervalls, das ¢ enthélt.

Lemma 6.7 ([BOS, Lemma 5.31]). Fir z > 0 gilt

PRy >2)=G(t+2z)+ Gt +z—z)dM(z).
(0,¢]
Ist m < 00, so gilt aufferdem E[R] = m(1+ M(t)) —t.

Beweis. Sei H(t) :=P(R; > z). Ist W1 > ¢, so ist Ry = W — ¢, also Ry > z genau dann, wenn
Wi > t+z Ist Wi =y < t, so verhilt sich der Prozess ab y wie ein neuer, unabhéngiger
Erneuerungsprozess. Formal:

Ht)=P(W; >t+2z2)+ 0 P(R; ., > 2)dG(y) = G(t + 2) + (H * G)(t),
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und Satz 6.5 mit a(t) = G(t + z) liefert die Formel. Fiir den Erwartungswert: N; + 1 ist eine
Stoppzeit beziiglich (W,,), denn {N; + 1 = n} = {T,,—1 < t < T,,} héngt nur von Wy,..., W,
ab. Die erste Waldsche Gleichung ergibt E[Iy, 1] = mE[Ny + 1]. O

Beispiel 6.8 (Wartezeitparadoxon). Busse kommen geméf einem Poisson-Prozess mit Rate
1, also im Mittel alle m = 1 Minute. Wer zur Zeit { an der Haltestelle ankommt, wartet im
Mittel E[R] = 1-(1+t) —t = 1 Minute, nicht . Die Auflésung: Ein fester Zeitpunkt ¢ fillt
mit groBerer Wahrscheinlichkeit in ein langes Wartezeitintervall. Die Lange des Intervalls, das
t iiberdeckt, ist groBenverzerrt (Kapitel 7); fiir exponentielle Wartezeiten hat es im Limes die
erwartete Lange 2.

6.4 Der elementare Erneuerungssatz

Satz 6.9 (Elementarer Erneuerungssatz, [BOS, Satz 5.35]). lim M@ _ 1 € [0,00).

t—oco ¢ m
Beweis. Untere Schranke (m < oo0): Nach Lemma 6.7 ist m(1 + M(t)) = E[Tn,4+1] > ¢, also
lim inf; M(t)/t > 1/m. Fiir m = oo ist nichts zu zeigen.

Obere Schranke: Fir ¢ > 0 sei WS := W; A ¢ mit zugehoérigem Erneuerungsprozess N°¢
und Erneuerungsfunktion M€. Da die gestutzten Wartezeiten kleiner sind, ist N > N, also
M¢ > M. Der Uberschuss iiber ¢ ist jetzt durch ¢ beschrinkt: 7’ Neg1 < A4 ¢ Mit Wald folgt
me(l + M(t)) < t + ¢, me := E[W;i A ¢]. Also limsup, M(t)/t < 1/me, und m, T m fir

Cc — 0. O

Die fast sichere Aussage N/t — 1/m (Proposition 5.6) impliziert die Konvergenz der Er-
wartungswerte nicht ohne Weiteres; der Beweis oben umgeht die fehlende gleichgradige Inte-
grierbarkeit mit Hilfe der Waldschen Gleichung.

Abbildung 6.2 zeigt den elementaren Erneuerungssatz an einem explizit 16sbaren Beispiel.

4 ‘ -=|
— M(t) IS
-——-t/m s

3 [~ 1 f"’ -
- ’t/mf 1 ‘f"

2| /,,”’ N

1) L |

0 Rl ! ! ! ! ! !

0 1 2 3 4 5 6 7 8
t

Abbildung 6.2: Erneuerungsfunktion fiir I'(2, 1)-verteilte Wartezeiten (m = 2, 0% = 2), explizit M (t) =

L — 2(1 —e™?"). Der elementare Erneuerungssatz liefert M(t)/t — 1/m; hier gilt sogar M(t) —t/m —

(e —=m?)/(2m?) = — 1 (vgl. die Aufgabe in Kapitel 7).

Aufgaben

Aufgabe 6.1 (vgl. [BOS, Ubung 5.34]). Leiten Sie die Formel fiir E[R;] ohne die Waldsche

Gleichung mit einem Erneuerungsargument her.

Aufgabe 6.2. Bestimmen Sie die Erneuerungsfunktion fiir G = I'(2, 1) mit Laplace-Transformierten
und berechnen Sie M(t) —t/m fir t — oo.

Aufgabe 6.3. Stellen Sie fir P(A; > z) eine Erneuerungsgleichung auf und losen Sie sie.
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7.1 Verzogerte und stationire Erneuerungsprozesse

Definition 7.1 ([BOS, Def. 5.36, 5.37]). Seien W1, Ws,--- > 0 unabhingig, Wy, W3, ... mit
Verteilungsfunktion G und W; mit Verteilungsfunktion H. Der zugehorige Zahlprozess N
heifit verzogerter Erneuerungsprozess. Ist m = E[Ws] < oo und

1) =Gi(t) = - [ (1= Gly) o

so heifit N stationdrer (Gleichgewichts-)Erneuerungsprozess. Die Verteilung G heit inte-
grierte Tail-Verteilung von G.

Proposition 7.2. Fiir den stationdren Erneuerungsprozess gilt M (t) .= E[NH| = t/m fiir
alle t > 0. Seine Zuwdichse sind stationdr: N2, — N2 4 NA.

Beweis. Wie in Kapitel 6 ist M = dor>1 H * G*F=1) = H + M % G; nach Satz 6.5 besitzt
diese Gleichung genau eine lokal beschrankte Losung. Die Funktion ¢/m ist eine Losung, denn

% (o,t](t —y)dG(y) = 7i/otG(y) dy, H(t) + ;/OtG(y) dy = %

Fiir die Stationaritiat der Zuwéchse verweisen wir auf [BOS, Prop. 5.39]: Die Restwartezeit zur
Zeit s hat wieder die Verteilung G (vgl. Korollar 7.8). O

Der Poisson-Prozess ist stationér, denn fiir G = Exp(\) ist Gy = G.

7.2 Blackwell und der fundamentale Erneuerungssatz

Der elementare Erneuerungssatz beschreibt M(t) im Mittel iiber lange Zeitrdume. Feinere
Aussagen iiber M (t + s) — M (t) erfordern, dass G nicht auf einem Gitter konzentriert ist.

Definition 7.3. G heifit arithmetisch, wenn es & > 0 gibt mit P(W; € ¢N) = 1; das grofite
solche & heifit Spanne.

Satz 7.4 (Blackwell 1948, [BOS, Satz 5.42]). Ist G nicht arithmetisch, so gilt M (t+s)—M(t) —
s/m fiir jedes s > 0. Ist G arithmetisch mit Spanne &, so gilt dies fir s,t € EN.

Definition 7.5 ([BOS, Def. 5.43]). h: [0,00) — [0,00) heiBt direkt Riemann-integrierbar
(d.R.i.), wenn die Ober- und Untersummen 6> y~oSUPps (k41)5) b und 6 X g0 infirs (k1 1)8) 1
fiir alle § > 0 endlich sind und far § | 0 gegen denselben Grenzwert konvergieren.
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Kompakt getragene Riemann-integrierbare Funktionen sind d.R.1i., ebenso fallende Funk-
tionen mit endlichem uneigentlichem Integral. Uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit allein
gentigt nicht (schmale, hohe Zacken). Fiir Anwendungen geniigt meist:

Lemma 7.6 ([BOS, Lemma 5.48]). Ist a > 0 auf jedem [0,z] Riemann-integrierbar und gilt
a < A fiir eine fallende, uneigentlich integrierbare Funktion A, so ist a d. R. .

Satz 7.7 (Fundamentaler Erneuerungssatz, [BOS, Satz 5.45|). Sei G nicht arithmetisch und
h>0d.R.i Dann gilt

1 o0
lim [ h(t—s)dM(s) = — / h(s) ds.
t—o00 (0,1] m Jo

Insbesondere konvergiert die Losung H = h + h x M der Erneuerungsgleichung gegen % Io° b

Der Satz ist dquivalent zum Satz von Blackwell. Fir h(u) = 1{0 < u < s} erhilt man
diesen sofort; die Umkehrung folgt durch Approximation mit Treppenfunktionen, was genau
die direkte Riemann-Integrierbarkeit erfordert. Beweise findet man in [Fel71, XI] oder [RSST99,
Kap. 6.

7.3 Grenzverteilungen

Korollar 7.8 ([BOS, Kor. 5.50, 5.52]). Sei G nicht arithmetisch und m < oco. Dann gilt fir
z>0
lim P(R: < z) = lim P(A4; < z) = G1(#).

t—00 t—o00

Beweis. Nach Lemma 6.7 ist P(R; > z) = h(t) + (h % M)(f) mit h(t) = G(t + z). Diese
Funktion ist fallend mit [;°h = [7° G(y) dy < m < oo, also d. R.i. Mit Satz 7.7 und h(t) — 0
folgt P(Ry > z) — = [°G(y)dy = 1 — Gy(z). Fiir Ay argumentiert man analog mit h(t) =
GH)1{t > z}. O

Abbildung 7.1 zeigt die Konvergenz der Restwartezeit und die Gréenverzerrung.

Restwartezeit Groflenverzerrung
04+ ‘
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0.3 ----yg(y)/m ||
:; )
. 0,2
= | |
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0,1 ,

0 — e
0 2 4 6 8 10

Abbildung 7.1: Wartezeiten W; ~ I'(2,1) mit Dichte g(y) = ye ¥, m = 2. Links: P(R; > z) nach
Lemma 6.7, numerisch ausgewertet fiir ¢ = 0,5; 1,5; 4, konvergiert gegen G1(z) = %(2 + z)e™*. Rechts:
Das Intervall, das einen festen spéten Zeitpunkt tiberdeckt, hat im Limes die gréflenverzerrte Dichte
yg(y)/m mit Erwartungswert E[W?]/m = 3 statt m = 2 — die Erklidrung des Wartezeitparadoxons.
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Grofienverzerrung. Im Limes hat die Restwartezeit den Erwartungswert

/D (1 - Gi2) / e [Wl]:m%ra?_

2m

Die Lénge Ly = A;+ R; des Intervalls, das ¢ iiberdeckt, hat im Limes die Verteilung % J: (0,2]Y dG(y):

Ein Intervall wird proportional zu seiner Linge ,getroffen. Ist 02 = co bei m < oo (etwa Pa-
reto mit a € (1, 2]), so ist die erwartete Restwartezeit im Limes unendlich — ein erstes Beispiel
dafiir, wie schwere Tails Mittelwerte dominieren.

Aufgaben

Aufgabe 7.1 (vgl. [BOS, Ubung 5.53]). Zeigen Sie, dass Ly = A; + R; im nicht arithmetischen
Fall mit m < oo gegen die Verteilung % f(o, 4 ydG@ (y) konvergiert.

Aufgabe 7.2. Berechnen Sie G fiir die Gamma-, die Pareto- und die Lomax-Verteilung. Wel-
che Tails haben die integrierten Verteilungen?

Aufgabe 7.3. Zeigen Sie mit dem fundamentalen Erneuerungssatz: Ist 02 < oo und G nicht
arithmetisch, so gilt M(t) —t/m — (02 — m?)/(2m?).
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Kapitel 8

Ruintheorie unter der
Lundberg-Bedingung

8.1 Die Lundberg-Ungleichung

Wir arbeiten im Sparre-Andersen-Modell mit NPC und den Pseudoschadenhohen X, = X; —
cW;. Nach (5.1) ist W(u) die Wahrscheinlichkeit, dass die Irrfahrt S, mit negativer Drift jemals
iiber u steigt. Eine exponentielle Schranke erwarten wir, wenn X exponentielle Momente hat.

Definition 8.1 (Lundberg-Bedingung, [BOS, Def. 5.55)). Sei f(r) := E[¢"X1] = ¢y, (r) E[e ™W1].
Gibt es 79 > 0 mit f(rg) =1, so heiit ro Lundberg-Koeffizient (Anpassungskoeffizient).

f ist konvex mit f(0) = 1 und f'(04) = E[X3] < 0 (NPC). Ist X; heavy Tailed, so ist
f(r) = oo fir alle r > 0, und es gibt keinen Lundberg-Koeffizienten. Ist X; light Tailed,
so existiert rg, sofern f vor dem Rand seines Definitionsbereichs iiber 1 wéchst. Im Cramér—
Lundberg-Modell ist E[e~""1] = A/(X + ¢r), und die Bedingung f(r) = 1 wird zur Lundberg-
Gleichung

Mg, (r) = 1) =er = 2/000 ¢ F(e) dr = 1. (8.1)

Abbildung 8.1 zeigt die Lundberg-Gleichung fiir exponentielle Schiden.

I I
04| [— A(x,(r) —1) =~
—ocr,c=1,2

=== Aur

0,2

|
0 5-1072 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3

Abbildung 8.1: Die Lundberg-Gleichung (8.1) im Cramér—Lundberg-Modell mit A = 1, ¢ = 1,2 und
Exp(1)-Schiden. Die linke Seite ist konvex mit Steigung Ay = 1 in 0; wegen der NPC (¢ > Au) liegt
die Gerade cr zunéchst dariiber, und es gibt genau einen positiven Schnittpunkt rg = iﬁ = % Bei
heavy-Tailed Schéden ist die linke Seite fiir » > 0 unendlich, und kein Schnittpunkt existiert.

Satz 8.2 (Lundberg-Ungleichung, [BOS, Satz 5.58]). Im Sparre-Andersen-Modell gilt ¥(u) <
e "™ fir alle w > 0 und jedes r > 0 mit f(r) < 1; insbesondere ¥(u) < e 0%,
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Beweis. Sei W,,(u) := P(maxy<, Sy > u); dann gilt ¥,, + ¥. Wir zeigen ¥,,(u) < e fiir alle
u € R durch Induktion. Fiir n = 1 ist nach Markov Wy(u) = P(X; > u) < e "™ f(r) < e "™
Bedingen auf X; = z liefert mit der Verteilung Pg von Xy

Tpp1(u) = P(Xy > u +/ U, (u — x) dPy ()

< / o) dPX(g;) + / o (D) 4P (a),
(u,00) (—oo,u
und die rechte Seite ist e " f(r) <e ", O

Bemerkung 8.3 (Martingalbeweis). Ist f(rg) = 1, so ist €05 ein nichtnegatives Martingal. Fiir
die Ruinzeit v = inf{n : S,, > u} liefert optionales Stoppen 1 = E[e"0%n] > ¢"0UP(y < n), also
wieder W(u) < e™"0%,

Beispiel 8.4 (Exponentielle Schdden, [BOS, Bsp. 5.60]). Im Cramér-Lundberg-Modell mit
X1 ~ Exp(1/p) ist ¢¥x,(r) = 1/(1 — pr), und (8.1) hat die Losung

=

8.2 Eine Integralgleichung fiir die Ruinfunktion
Ab jetzt betrachten wir das Cramér—Lundberg-Modell. Sei F die integrierte Tail-Verteilung
der Schadenhéhe, Fi(t) = %fg F(z)dz

Satz 8.5 ([BOS, Satz 5.61]). Die Uberlebenswahrscheinlichkeit W =1 — U erfiillt
— — )\,u
U(u) =¥(0)+ U(u —x)dF(z), u > 0.
C J(0,u]

Beweis. Bedinge auf den ersten Schaden: Zur Zeit Wi = t ist das Kapital v + ¢t, und der
Schaden X = z ruiniert genau dann nicht, wenn x < u + ¢t; danach beginnt der Prozess neu
mit Kapital u 4+ ¢t — x. Also

U(u) = / )\e_At/ U(u+ct —x)dF(z)dt = Ae’\“/c/ e_’\s/c/ V(s —z)dF(z)ds.
0 [0,u-+ct] c u [0,s]

Daher ist U differenzierbar mit ' (u) = AP (y) — 2 Jio.q ¥(u—z) dF (x). Integration iiber [0, ]
und Fubini, [ Jio, ¥(u = 2) dF(z) du = [¥W(v)F(t — v) dov, ergeben

_ — A [t — AL —
T -00) =5 [ Te-ypFEay="" [ Te-yar). =
¢ Jo ¢ /(0]
Korollar 8.6 ([BOS, Kor. 5.62]). Ist p > 0, so gilt ¥(0) = Ac“ = m Ist p=0, soist ¥ =1.

Beweis. Fiir p > 0 gilt ¥(u) — 1, und monotone Konvergenz in Satz 8.5 liefert 1 = W (0)+\u/c.
Fiir p = 0 ist ¥ = ¥(0) + ¥ * F] eine Erneuerungsgleichung mit der echten Verteilung Fy; ihre
Losung ist U(0)(1+M;(u)) mit der Erneuerungsfunktion M;(u) — oo. Da W < 1, folgt ¥(0) = 0
und damit ¥ = 0. O

Bemerkenswert: W(0) héngt nur vom Sicherheitszuschlag ab, nicht von der Schadenhdhen-
verteilung. Mit ¢ := 1/(1 + p) lautet Satz 8.5

U(u) :qF](u)—I—q' (Du]\lf(u—x) dFy(z), (8.2)

eine defekte Erneuerungsgleichung (das MaB ¢F; hat Masse ¢ < 1). Wie in Satz 6.5 hat sie
genau eine lokal beschrénkte Losung, denn ¢"F;™ — 0.
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Beispiel 8.7 (Exponentielle Schaden, [BOS, Bsp. 5.63]). Fir X; ~ Exp(1/p) ist F7 = F, und
man rechnet nach, dass
1 p u
W (u) xp(-——=)

= —28€
1+p 1+pp

die Gleichung (8.2) 16st. Der Exponent ist genau 7y: Die Lundberg-Schranke ist bis auf den
Faktor ¢ scharf.

8.3 Die Cramér—Lundberg-Approximation

Satz 8.8 (Lundberg-Approximation, [BOS, Satz 5.65]). Im Cramér-Lundberg-Modell mit p > 0
existiere o, und es sei L := [§° ve"™VF(v)dv < oo. Dann gilt

U(u) ~ % e "o, U — 00.

Beweis. Multipliziere (8.2) mit ¢"0%. Fiir Z(u) := ¢""¥(u) folgt

Z(u) = a(u) + o Z(u—z)dG(x), a(u) := qe™"Fr(u), G(dz):=qe"F(dz).

Nach (8.1) ist [ G(dz) = %femwf(x) dz = 2 [e""F(z)dz = 1: Der MaBwechsel macht die
defekte Gleichung zu einer echten Erneuerungsgleichung. G hat eine Dichte, ist also nicht
arithmetisch, und den Erwartungswert mg = £ [ e F(z)dx = qL/p. Ferner ist a(u) <
4[> e F (1) dr, und diese Schranke ist fallend mit Integral %L < o0o; nach Lemma 7.6 ist a

©Ju

d. R.i. Partielle Integration ergibt

/DOO &0 F () du = i(/ e Fy(dr) ~ 1) = —(+ - 1) = 2.

Nach Satz 7.7 konvergiert Z(u) gegen ng Jola=4 4= L, O

Fir exponentielle Schéden ergibt sich wieder die exakte Formel. Die Lundberg-Ungleichung
zeigt zusétzlich pu/(roL) < 1.

Abbildung 8.2 vergleicht Schranke, Approximation und numerisch berechnete Ruinwahr-
scheinlichkeit.

Wie tritt Ruin ein? Unter der Lundberg-Bedingung entsteht Ruin bei grofem Startkapital
durch eine ungiinstige Hdaufung vieler mdfiiger Schiden: Gegeben Ruin verhélt sich der Prozess
wie unter dem gekippten Mafl aus Satz 4.6, das die Drift positiv macht. In Kapitel 9 sehen wir
das Gegenteil.

Aufgaben

Aufgabe 8.1. Verifizieren Sie die Formel fiir ¥ bei exponentiellen Schiden durch Einsetzen in
(8.2).

Aufgabe 8.2 (vgl. [BOS, Ubung 5.67]). Zeigen Sie: Ist f(r) < oo fiir ein 7 > g, so ist L < oo.

Aufgabe 8.3. Bestimmen Sie 19 numerisch fir A = 1, ¢ = 1,2 und X; ~ I'(2,2), und ver-
gleichen Sie Lundberg-Schranke und -Approximation fiir « = 5, 10, 20 mit einer Monte-Carlo-
Simulation.
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10° £ E
ot TR E
= ol |
=0
5 o p— Lundberg-Schranke e~ "0“ |
10~ = . . L —Tou E|
I | --—-- Approximation T’(’)—’Le 0 e
| | —— ¥(u) numerisch i

10—4 I I | | |
0 5 10 15 20 25 30

u

Abbildung 8.2: Ruinwahrscheinlichkeit fiir I'(2,2)-Schidden (1 = 1), A = 1, ¢ = 1,2, logarithmische
Skala. ¥ wurde durch Diskretisierung der defekten Erneuerungsgleichung (8.2) berechnet (Schrittweite
0,01; Halbierung der Schrittweite dndert die Werte um weniger als 0,05 %, und fiir exponentielle Schéiden
reproduziert das Verfahren die exakte Formel auf 0,02 %). Hier ist 7o &~ 0.2268 und pp/(roL) ~ 0.8518.
Die Cramér-Lundberg-Approximation ist schon ab u = 2 kaum vom exakten Wert zu unterscheiden;
die Lundberg-Schranke hat die richtige Rate, aber einen zu grofien Vorfaktor.
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Kapitel 9

Subexponentielle Verteilungen und
Ruin durch Grofischaden

Bei schweren Tails gibt es keinen Lundberg-Koeffizienten, und die Ruinfunktion fallt nicht mehr
exponentiell. Wir brauchen eine Klasse von Verteilungen, fiir die sich Summen und Maxima
gleich verhalten.

9.1 Subexponentielle Verteilungen

Seien X1, X»,... u.i.v. mit Verteilungsfunktion F, F(0) = 0, F(z) > 0 fiir alle z; S, =
Xi+---+ X, M, = max;<n X;.

Definition 9.1 ([BOS, Def. 5.69]). F' heiit subexponentiell, F' € S, wenn fiir alle n > 2

im ?(Hj)

Proposition 9.2 ([BOS, Prop. 5.70]). F' € § genau dann, wenn P(S,, > x) ~ P(M,, > x) fir
allen > 2.

Beweis. P(M, > z) =1— F(z)" = F(z) Y1) F(z)* ~ nF (). O

Fine Summe ist also nur deshalb grof3, weil ein Summand grof ist. Es geniigt, die Bedingung
fir n = 2 zu fordern [EKM97, Lemma 1.3.4].

Proposition 9.3 ([BOS, Prop. 5.72]). (i) Ist F € S, so gilt F(x —y)/F(x) — 1 fiir x — oo,
gleichmapSig fiir y in Kompakta (Langschwénzigkeit ).
(ii) Ist F langschwinzig, so gilt e*F(z) — oo fiir jedes € > 0. Insbesondere ist S C K.

Beweis. (i) Es ist F*2(z) = F(x) + Jo Fz — 1) dF(t). Fiir 0 < y < 2 schiitzen wir den

Integranden fiir ¢ < y durch F(z) und fiir t € (y, z] durch F(x — y) ab:

1> ply)+ HE (P w) - P,

Mit x — oo folgt limsup, F(z — y)/F(z) < (2—1— F(y))/(1 — F(y)) = 1; die Ungleichung
> 1 ist trivial. GleichméBigkeit folgt aus der Monotonie in y. (ii) Sei ¢ > 0. Fur x > x¢
ist F(z) > e *F(x — 1), also F(zq +n) > e *"F(x) und damit e***F(z) — oco. Daher ist
E[esX1] = oo fiir alle s > 0. O
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9.2 Reguliare Variation

Definition 9.4 ([BOS, Def. 5.75, 5.77]). Eine messbare Funktion L > 0 heifit langsam variie-
rend, L € Rg, wenn L(tz)/L(x) — 1 fiir alle t > 0. Eine Funktion & > 0 heifit reguldr variierend
mit Index o, h € Ry, wenn h(tz)/h(x) — t%; dquivalent h(x) = z*L(x) mit L € Ry.

Beispiele fir ' € R_,: Pareto, Lomax (F(z) = (1 + z/k)™%), Log-Gamma (F(z) ~
c(logz)*~12=#), Burr, Student-t. Logarithmen und iterierte Logarithmen sind langsam vari-
ierend.

Lemma 9.5 ([BOS, Lemma 5.78]). Seien Y1,Ys > 0 unabhingig mit F1,Fs € R_q, o > 0.
Dann gilt P(Y1 + Yy > z) ~ F1(z) + Fa(x).

Beweis. Untere Schranke: P(Y; + Y2 > x) > P(Y; > zoder Yo > z) = Fi(z) + Fa(z) —
Fi(z)Fa(x). Obere Schranke: Fiir § € (0, §) ist

{Yl + Y > x} C {Yl > (1 - 5)33} U {YQ > (1 - 6)1’} U {Yl > dx, Yo > 5I}.

Teilt man durch Fi(z) + Fa(z), so konvergieren die ersten beiden Terme zusammen gegen
(1 —6)~%, der letzte gegen 0, da F1(dz)Fy(0x)/F1(x) — 6~ -0. Dann 6 | 0. O

Proposition 9.6 ([BOS, Prop. 5.79)). Ist F € R_, mit a > 0, so ist F € S.

Beweis. Induktion mit Lemma 9.5: Ist F*("~1) ~ (n — 1)F, so ist F*(»~1 € R_, und F*" ~
(n—1)F+F=nkF. O

Auch die Log-Normal- und die Weibull-Verteilung mit o < 1 sind subexponentiell, aber
nicht regular variierend [EKM97, Kap. 1.4].

Proposition 9.7 (Kesten, [BOS, Prop. 5.80]). Ist I' € S und ¢ > 0, so gibt es K < oo mit
F(x) < K(1+4¢)"F(x) fiir allex >0, n > 2.

Der Beweis ist eine geschickte Induktion tiber n mit der Zerlegung aus dem Beweis von
Proposition 9.3 [BOS, S. 169-171].

9.3 Asymptotik der Ruinfunktion

Satz 9.8 (Pollaczek—Chintschin, [BOS, Satz 5.81]). Im Cramér—Lundberg-Modell mit p > 0
und g =1/(1+ p) gilt

V) = (1-0)> @ Fw),  u>o.
n=1

Beweis. Nach Satz 8.5 und Korollar 8.6 ist ¥ = (1 — q) + ¢V % Fy. Die Reihe ¥ = (1 —
q) X p>0q" Fi™ konvergiert und 16st diese Gleichung; die Losung ist eindeutig, weil ¢" Ff™ — 0.

Wegen (1 —q) Y,50¢" = 1 folgt die Formel fiir ¥ =1 — . O

Probabilistisch: ¥(u) = P(Y; 4+ -+ + Yx > ) mit K geometrisch, P(K = n) = (1 — q)q",
und Y; ~ Fy unabhingig. Die Y; sind die Hohen, um die der Prozess sup,,(Ss — cs) jeweils
einen neuen Rekord setzt (Leiterhohen); K ist die Anzahl der Rekorde.

Satz 9.9 ([BOS, Satz 5.83]). Im Cramér-Lundberg-Modell mit p > 0 und Fr € S gilt

1
\I/(u)rv;FI(u), U — 0.
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Beweis. Nach Satz 9.8 ist W(u)/Fr(u) = (1—¢) Y ,51 ¢" F;™(u)/F(u). Jeder Quotient konver-
giert gegen n, und nach Proposition 9.7 mit ¢g(1+¢) < 1 sind die Summanden durch K¢"(1+4¢)"
summierbar majorisiert. Dominierte Konvergenz liefert den Limes (1—¢) >, n¢" = q/(1—¢q) =

1/p.

Beispiel 9.10 (Pareto-Schiden, [BOS, Bsp. 5.84]). Fir F(z) = 7% = > 1, a > 1, ist
p=ca/(a—1)und F;(u) = u'"%/a fiir u > 1. Also

(I

u_(a_l)

Die Ruinwahrscheinlichkeit fallt nur polynomiell: Eine Verdopplung des Startkapitals senkt sie
lediglich um den Faktor 22!, withrend sie im Lundberg-Fall quadriert wiirde.

Abbildung 9.1 zeigt die polynomielle Abklingrate und die langsame Einstellung der Asym-
ptotik.

100 ;— T T TTTRQ —-\ T L] T L] T 171 \%

07 E

— 1072 F E

G B ]

9 | -

1073 F -

I | —— ¥(u), Pareto-Schiaden ]

e \

I |----V¥(u), Exp-Schiden \ .

10—5 L [ L L L | L L \‘\\ L1l I
107" 10° 10" 10° 10°

u

Abbildung 9.1: Ruinwahrscheinlichkeit bei Pareto-Schiden (k = 0,6, & = 2,5, 4 = 1) und bei exponen-
tiellen Schiden mit gleichem Mittel, jeweils p = 0,2, doppelt logarithmisch. Pareto: numerische Losung
der defekten Erneuerungsgleichung (Schrittweite 0,1; Halbierung &ndert die Werte um weniger als 0,5 %).
U fallt nur polynomiell wie u—3/2, also wie F';. Die Asymptotik aus Satz 9.9 stellt sich langsam ein: Das
Verhéltnis ¥(u)/(F;(u)/p) betrigt 3.78 bei u = 10, 1.16 bei u = 100 und 1.01 bei u = 1000.

Satz 9.11 (Embrechts—Veraverbeke 1982, [BOS, Satz 5.85]). Im Cramér—Lundberg-Modell mit
p > 0 sind dquivalent: (i) Fy € S; (ii) 1 — ¥ € S; (i) (u)/Fr(u) — 1/p.

Das Prinzip des einzelnen groflen Sprungs. Im subexponentiellen Fall tritt Ruin bei
groflem Startkapital typischerweise durch einen einzigen Grofischaden ein, nicht durch eine
Héaufung (vgl. Kapitel 8). Eine Heuristik bestétigt die Formel: Bis zur Zeit ¢ ist das Kapital
etwa u—+(c—Au)t = u+pAut, und ein Schaden, der dieses iibersteigt, tritt mit Rate AF (u+pAut)

auf. Also
1

\I/(u)%/o AF (u + pAut) d *—/ F(y)d **FI( )-

Abbildung 9.2 vergleicht simulierte Ruinpfade bei leichten und schweren Tails.

Briicke zur Extremwerttheorie. DBei schweren Tails bestimmt das Mazimum der Schiden
das Verhalten der Summe. Es liegt daher nahe, Maxima und groBe Uberschreitungen direkt zu
studieren: Wie grofl ist der grofite Schaden unter n Schiden typischerweise, und wie schétzt
man F(z) weit auBerhalb der beobachteten Daten? Das ist der Gegenstand der néichsten beiden
Vorlesungen.
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Exp-Schéden

Pareto-Schiaden
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Abbildung 9.2: Je ein simulierter Pfad bis zum Ruin bei v = 30, p = 0,2, u = 1; links Exp(1)-,
rechts Pareto-Schiden (k = 0,6, o = 2,5). Die Ruinwahrscheinlichkeiten haben dieselbe Groenordnung
(Simulation: 0.55 % bzw. 1.11 %; exakt bzw. numerisch aus Abbildung 9.1: 0,56 % bzw. 1,11 %). In 60 000
Laufen pro Modell war der groite Schaden vor dem Ruin bei exponentiellen Schdden im Median nur
0.22u groB (grofer als u/2 in 0 % der Ruinfélle), bei Pareto-Schiden im Median 1.45 u (groBer als u/2 in
90 %): Ruin durch Haufung gegeniiber Ruin durch einen grofien Sprung. Die Pfade sind Einzelbeispiele,
die Prozentangaben Simulationsergebnisse.

Aufgaben

Aufgabe 9.1 (vgl. [BOS, Bsp. 5.74]). Zeigen Sie, dass die ,,Peter-und-Paul-Verteilung* F(z) =
> nan<g 27" heavy Tailed, aber nicht langschwiinzig und daher nicht subexponentiell ist.

Aufgabe 9.2. Bestimmen Sie die Asymptotik von ¥ fiir Lomax-verteilte Schiden mit o > 1.

Aufgabe 9.3. Simulieren Sie den Risikoprozess mit Pareto-Schéden (o = 1,5) und mit Gamma-
Schiden gleichen Erwartungswerts bei hohem Startkapital. Bedingen Sie auf Ruin und verglei-
chen Sie die Pfade kurz vor dem Ruinzeitpunkt.
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Kapitel 10

Extremwerttheorie I: Maxima

Bisher haben wir Summen von Schiden untersucht. Bei schweren Tails wird die Summe von
ihrem groften Summanden dominiert (Kapitel 9). In der Praxis fragt man oft direkt nach dem
grofiten Schaden eines Jahres, nach dem ,Jahrhundertsturm® oder nach einem Quantil weit
auflerhalb der Daten. Die Extremwerttheorie beantwortet solche Fragen durch Grenzwertsitze
fiir Maxima, die eine dhnliche Rolle spielen wie der zentrale Grenzwertsatz fiir Summen.

10.1 Maxima und Poisson-Approximation

Seien X1, X2,... u.i.v. mit Verteilungsfunktion F' und rechtem Endpunkt zp := sup{x :
F(z) < 1} € (=00, 00]. Fiir M, := max{X;y,..., X} gilt P(M,, < z) = F(z)", und M, — zp
fast sicher. Um eine nichtdegenerierte Grenzverteilung zu erhalten, muss man M, geeignet
normieren. Das zentrale Hilfsmittel ist die folgende einfache Beobachtung.

Proposition 10.1 (Poisson-Approximation). Sei 7 € [0,00) und (uy,) eine reelle Folge. Dann
gilt

Fnl T

nl'(up) =17 <= PM, <u,) —e .

Beweis. ,=*: Dann ist F(u,) — 0, und wegen log(l —y) = —y(1 + o(1)) fiir y — 0 gilt
log P(M,, < uy) = nlog(l—F(uy)) = —nF(un)(1 + 0(1)) = —7. ,<=*“ Aus F(u,)" e 7 >0
folgt F(uy) — 1, also F(u,) — 0, und dieselbe Entwicklung liefert nF(u,) — 7. O

Interpretation: Die Anzahl B, = > .., 1{X; > u,} der Uberschreitungen von w,, ist
Bin(n, F'(u,))-verteilt und konvergiert gegen Poi(7); {M,, < u,} = {B, = 0}.

10.2 Grenzverteilungen

Definition 10.2. Zwei Verteilungsfunktionen H, H heiBen vom selben Typ, wenn H(z) =
H(az +b) fir Konstanten a > 0, b € R. F' liegt im Mazimumanziehungsbereich MDA(H ) einer
nichtdegenerierten Verteilungsfunktion H, wenn es a, > 0, b, € R gibt mit

Mn B bn
]P’(T < x) = F(apz + b,)" — H(x)

in allen Stetigkeitsstellen von H.

Nach dem Satz iiber die Konvergenz zu Typen ist der Grenzwert bis auf den Typ eindeutig
bestimmt [Res87, Prop. 0.2]. Ersetzt man n durch nk, so sicht man, dass jeder Grenzwert
maz-stabil ist: Fiir jedes k gibt es ap > 0, B mit H(agxz + Bi)* = H(x). Die Losung dieser
Funktionalgleichung liefert:
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Satz 10.3 (Fisher-Tippett 1928, Gnedenko 1943). Ist F' € MDA(H), so ist H vom Typ einer
der drei Standard-Extremwertverteilungen

Fréchet: ®y(x) =exp(—2™%), >0 (a>0),

Gumbel: G(z) =exp(—e™™), z € R,

Weibull: Wy (z) = exp(—(—x)%), £ <0 (a>0).
Umgekehrt ist jede dieser Verteilungen maz-stabil und doher Grenzwert.

Die drei Typen fasst die verallgemeinerte Extremwertverteilung (GEV) zusammen:
He(x) = exp(—(1+€x)"Y¢), 14+€x>0, Ho(x) = exp(—e ™ ®).

Der Ezxtremwertindex & entscheidet iiber den Typ: & > 0 ist Fréchet mit « = 1/£, £ = 0
Gumbel, £ < 0 Weibull mit v = —1/£. In der Statistik passt man meist He((z —p)/0) mit drei
Parametern an.

Abbildung 10.1 zeigt die drei Typen der Extremwertverteilung.

0,4

Abbildung 10.1: Dichten der verallgemeinerten Extremwertverteilung He. Fiir £ < 0 ist der Tréger
nach rechts durch —1/¢ beschriankt (hier x < 2), fir £ > 0 nach links durch —1/¢ (hier z > —2), und der
rechte Tail ist regulér variierend mit Index —1/£. Die Gumbel-Dichte hat einen exponentiell fallenden
rechten Tail.

10.3 Drei Beispiele

Beispiel 10.4 (Exponentialverteilung: Gumbel). Fir F' = Exp(1) und =z € R ist, sobald
x> —logn,
P(M,, —logn <z) = (1 —e “/n)" — exp(—e *).

Also a, =1, b, = logn: Das Maximum wéchst logarithmisch.
Abbildung 10.2 zeigt die Konvergenz im Exponentialbeispiel.

Satz 10.5 (Gnedenko). Sei zp = oco. Ist F € R_, mit a > 0, so gilt F € MDA(®,) mit
bp =0 und a, :=F~(1—1/n)=inf{z: F(z) >1—1/n}. Es gilt auch die Umkehrung.

Beweis der Hinrichtung. Es ist a, — oo und F(a,) < 1/n < F(a,—) < F((1 — §)a,) fir
§ € (0,1). Mit regulérer Variation folgt (1 — 6)® < liminf nF(a,) < limsupnF(a,) < 1, also
nF(a,) — 1. Fiir z > 0 ist dann

_ — Fanz) _
nFla,x) =nF(a,) — — 9,
( n ) ( ’FL) F(an)
und Proposition 10.1 liefert P(M,, < a,z) — exp(—z~ %). Fir z < 0 ist P(M,, < apz) <
F(0)" — 0, sofern F'(0) < 1. O
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Abbildung 10.2: Verteilungsfunktion des normierten Maximums M,, — logn von n unabhéingigen
Exp(1)-Variablen, exakt (1 —e~*/n)", und der Gumbel-Grenzwert G. Die Konvergenz ist schnell: Fur
n = 5 betragt der maximale Abstand zum Grenzwert noch etwa 0.058, fiir n = 50 ist kaum noch ein
Unterschied zu sehen.

Fiir Pareto-Schiden F(x) = (k/x)® ist a, = sn'/®: Der grofte von n Schiden wichst
polynomiell in n, und fiir & < 1 ist er von derselben Groéfenordnung wie die ganze Summe.

Beispiel 10.6 (Gleichverteilung: Weibull). Fir F' = U[0,1] und « < 0 ist P(n(M,, —1) < x) =
(1+z/n)" — e = Wi(z). Allgemein gilt F' € MDA(W,,) genau dann, wenn xp < oo und
F(Z‘F - 1/$) ER_..

Der Gumbel-Bereich ist komplizierter zu charakterisieren; eine hinreichende Bedingung (von
Mises) ist die Darstellung F(z) = cexp(— [ %) mit einer positiven, differenzierbaren Hilfs-
funktion a mit a/(t) — 0; dann kann man b, = F* (1 — 1/n) und a, = a(b,) wéhlen.

Verteilung Anziehungsbereich Tail-Klasse

Pareto, Lomax, Burr, Student-¢, Log-Gamma  Fréchet, { =1/a >0 R_,CS

Log-Normal, Weibull mit oo < 1 Gumbel, £ =0 S, nicht R
Exponential, Gamma, Normal Gumbel, ¢ =0 light Tailed
Gleich-, Beta-Verteilung Weibull, ¢ <0 beschréankter Trager

Die Klassifikation nach ¢ deckt sich also nicht mit der Unterscheidung leicht/schwer: Der
Gumbel-Bereich enthélt leichte und subexponentielle Verteilungen. Fir die Versicherung be-
sonders relevant ist der Fall £ > 0: Dann existieren nur die Momente der Ordnung < 1/€.

Wiederkehrniveaus. Beschreibt H die Verteilung des Jahresmaximums, so heifit zp :=
H<(1 —1/T) das T-Jahres- Wiederkehrniveau: Es wird im Mittel einmal in T Jahren tiber-
schritten (die Wartezeit bis zur ersten Uberschreitung ist geometrisch mit Erwartungswert T).
Fiir die GEV mit Parametern (&, i, o) und &€ # 0 ist

- %(1 ~ (~log(1 = 1/T)) ™).

Die Block-Mazima-Methode passt die GEV an beobachtete Jahresmaxima an (Maximum-Tikelihood,
reguldr fir & > —%) und liest daraus zp ab. Ihr Nachteil: Sie nutzt pro Block nur eine Beob-
achtung. Das motiviert die Uberschreitungsmethode in Kapitel 11.

2T = W

Aufgaben

Aufgabe 10.1. Zeigen Sie, dass ., G und W, max-stabil sind, und bestimmen Sie jeweils
g, B
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Aufgabe 10.2. Sei /' = Exp(A) und N ~ Poi(rv) unabhéngig. Bestimmen Sie die Verteilung des
groBten Schadens max{Xy,..., Xy} (mit max{) = 0) im zusammengesetzten Poisson-Modell
und ihre Asymptotik far v — oo.

Aufgabe 10.3. Zeigen Sie mit der von-Mises-Bedingung, dass die Standardnormalverteilung
im Gumbel-Bereich liegt, und bestimmen Sie a,, (Hinweis: Mills’ ratio F(z) ~ ¢(z)/z).

Aufgabe 10.4. Lomax-verteilte Schiaden mit @ = 2, kK = 1: Berechnen Sie a, und die Wahr-
scheinlichkeit, dass der gréfite von n = 1000 Schiden die Summe der iibrigen iibersteigt, per
Simulation.
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Kapitel 11

Extremwerttheorie 11:
Uberschreitungen und Statistik

11.1 Exzessverteilung und mittlere Exzessfunktion

Definition 11.1. Sei X ~ F und u < xp. Die Erzessverteilung iiber der Schwelle w ist

Fulz) =P(X —u<z| X >u), Fu(x)—w,x>0.

Ist E[XT] < oo, so heiBt e(u) := E[X —u | X > u] die mittlere Exzessfunktion.

In der Riickversicherung ist e(u) die erwartete Zahlung eines Exzedentenvertrags mit Prio-
ritdt u pro betroffenem Schaden; in der Lebensversicherung ist e(x) die Restlebenserwartung.

Lemma 11.2. Fir X >0 mit p = E[X] < oo ist e(u)F(u) = [.° F(y)dy, also

Beweis. E[(X —u)t] = [(*P(X —u>y)dy = [° F(y)dy, und E[(X — u)*] = e(u)F(u). O

Zusammen mit Satz 9.9 erhéilt man im subexponentiellen Fall die gut interpretierbare Form
U(u) ~ e(u)F(u)/(pu): Die Ruinwahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit eines Schadens
iiber u, multipliziert mit dessen mittlerem Uberschuss.

Beispiel 11.3. o Exp(N): e(u) = 1/X (Gedéchtnislosigkeit).
o Pareto (k,a), a>1, u>k:e(u) =u/(a—1).
o Lomax (k,a), a>1:e(u) = (k+u)/(a—1).
e Log-Normal: e(u) ~ o?u/logu; Weibull mit a < 1: e(u) ~ u'=%/(a\%).
o Gamma mit Form > 1: e(u) fallt gegen 1/5.

Ein linear wachsendes empirisches e(u) (,,mean excess plot®) ist daher ein Hinweis auf einen
Pareto-artigen Tail, ein konstantes auf exponentielles Verhalten.
Abbildung 11.1 vergleicht mittlere Exzessfunktionen.

93



KAPITEL 11. EXTREMWERTTHEORIE II Risiko- und Extremwerttheorie
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Abbildung 11.1: Mittlere Exzessfunktionen von vier Verteilungen mit Erwartungswert 1 (also e(0) =
1). Lomax: linear, e(u) = (k+u)/(a—1); Log-Normal: wachsend, aber sublinear; exponentiell: konstant;
I'(2,2): fallend gegen 1/ = 3. Das Wachstum von e ist ein empirisch gut ablesbares Merkmal schwerer
Tails.

11.2 Die verallgemeinerte Pareto-Verteilung

Definition 11.4. Fir £ € R, 8 > 0 ist die verallgemeinerte Pareto-Verteilung GPD(E, 5)
gegeben durch

Val -1/ _
Gﬁ,ﬂ(x) = (1 + %U) ) G(),ﬂ(x) = e_w/ﬂ7

fir z > 0 (und z < —B/¢, falls £ < 0).

Fiir £ > 0 ist das eine Lomax-Verteilung mit G € R_; /¢, fiir £ = 0 die Exponentialverteilung,
fiir £ < 0 hat sie beschrankten Trager.

Lemma 11.5 (Schwellenstabilitit). Ist X ~ GPD(¢, 8) und v > 0 im Triger, so ist der Ezzess
iber v wieder GPD(E, f + &v)-verteilt. Fir & <1 ist e(v) = (8 + &v) /(1 = &), also linear in v.

Beweis. G(v+x)/G(v) = (B+&v+£&x) /(B + 50))_1/5 = (1+&x/(B+ 50))—1/5. Der Erwar-
tungswert von GPD(E, f) ist 5/(1 — &) fiir £ < 1. O

Der folgende Satz erklart, warum die GPD die natiirliche Approximation fiir Exzesse {iber
hohe Schwellen ist; er ist das Gegenstiick zu Satz 10.3.

Satz 11.6 (Pickands 1975, Balkema~de Haan 1974). Es gilt F' € MDA(H;) genau dann, wenn
es eine positive Funktion 5(u) gibt mit

lim sup  |Fyu(x) — Ge gy ()| = 0.

ulzp 0<zx<rp—u

Beweis der punktweisen Aussage im Fréchet-Fall. Sei F € R_, £ = 1/a und B(u) := &u. Fiir
x >0 ist

F(u(l+x)) P—
Da beide Seiten in = monoton und der Limes stetig ist, ist die Konvergenz gleichméfig (Pélya);
das ergibt die Aussage fiir den Fréchet-Fall. O

11.3 Die Peaks-over-Threshold-Methode

Gegeben seien Schiden Xi,...,X,,. Man wahlt eine hohe Schwelle u, sei N, die Anzahl der
Uberschreitungen und Y; = X, —u die Exzesse. Nach Satz 11.6 modelliert man Y; ~ GPD(, 5)
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und schitzt (£, 3), etwa durch Maximum-Likelihood. Wegen F(u-+x) = F(u)F,(z) und F(u) ~
N, /n erhdlt man den Tail-Schétzer

(:U)z%(l—kéx%u)l/é, T > u.

oLl

Er erlaubt Aussagen jenseits der grofiten Beobachtung — genau das, was die empirische Vertei-
lungsfunktion nicht kann.

Proposition 11.7 (Quantil- und Expected-Shortfall-Schétzer). Im GPD-Modell oberhalb von
u st das p-Quantil (p nahe 1)

B Brrn —¢
Qp—“+g((ﬁu(1—p)> —1),
und fiir € < 1 ist der Fapected Shortfall

ES, = E[X | X > g, = W
Beweis. Die erste Formel ist die Losung von %(qp) = 1—p. Fiir die zweite ist ES, = ¢, +e(qp),
und nach Lemma 11.5 mit v = g, — u ist e(gp) = (8 +&(gp — ) /(1 = &). O

qp ist der Value at Risk und ES,, (fiir stetige Verteilungen) der Average Value at Risk des
Verlusts X zum Niveau 1 — p (Kapitel 12). Fiir £ > 0 gilt ES,/q, — 1/(1 — £): Bei schweren
Tails liegt der mittlere Verlust jenseits des VQR deutlich tiber diesem.

Momentenschiitzer. Fiir £ < 3 hat die GPD Mittelwert m = 3/(1 — ¢) und Varianz s =
B2/((1— €)2(1 — 2¢)). Auflosen ergibt £ = (1 —m?/5?), B = m(1 — €) mit empirischern Mittel
m und Varianz 52 der Exzesse.

11.4 Der Hill-Schatzer

Fiir £ > 0 gibt es einen besonders einfachen Schétzer. Seien X(1) > X5y > --- > X, die
Ordnungsstatistiken.

Definition 11.8. Fur 1 < k < n heifit
~ 1
fllg{ = % ZlOgX(i) - 10gX(k+1)
i=1
Hill-Schitzer (1975) fur £ = 1/a.

Motivation. Ist F(z) = (z/u)™ fiir z > u, so ist P(log(X/u) >t | X > u) = e7®": Die loga-
rithmischen Exzesse sind Exp(a)-verteilt mit Mittelwert £. Der Hill-Schétzer ist ihr empirisches
Mittel mit der zufilligen Schwelle u = X3 1y; er ist zugleich der Maximum-Likelihood-Schatzer
in diesem Modell.

Satz 11.9 (Mason 1982). Ist F' € R_y/e mit & > 0 und gilt k = k, — oo, k/n — 0, so
konvergiert é,lf — & in Wahrscheinlichkeit.

Unter einer Bedingung zweiter Ordnung ist \/E(f,? — &) asymptotisch normal mit Varianz
€2 [dHF06, Abschn. 3.2]. Die Wahl von k ist ein Bias-Varianz-Kompromiss: Kleines k bedeutet
hohe Varianz, grofles k zieht Daten aus dem Zentrum der Verteilung heran, fiir die das Pareto-
Modell nicht gilt. In der Praxis betrachtet man den Hill-Plot k — f}f und sucht einen stabilen
Bereich; analog wéhlt man die POT-Schwelle u dort, wo der mean excess plot linear wird.

Abbildung 11.2 zeigt einen Hill-Plot fiir simulierte Daten.
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Abbildung 11.2: Hill-Plot fiir eine simulierte Stichprobe von n = 2000 Lomax-Schéden mit x = 1,
a =2 also £ = % Fiir die Daten selbst (durchgezogen) liegt der Schétzer deutlich tiber £ und steigt
fiir grofie k stark an (0.66, 0.64, 1.04 bei k = 50,200, 1000): Der Tail (1 4 x)~2 sieht erst weit draufien
wie 72 aus. Fiir die um x verschobenen, exakt Pareto-verteilten Werte (gestrichelt) schwankt er nur
um ¢ (0.59, 0.51, 0.51). Der Hill-Schétzer ist nicht verschiebungsinvariant, und die Wahl von k ist ein
Bias-Varianz-Kompromiss.

Fiir abhéngige Daten (Zeitreihen von Schiden, Clusterbildung bei Stirmen) benétigt man
den FExtremalindex; fir mehrere Risiken die multivariate Extremwerttheorie und Tail-
Abhéngigkeit. Beides ist fir Riickversicherung und Solvency IT zentral, sieche [EKM97,
Kap. 8], [McN15, Kap. 7].

Aufgaben

Aufgabe 11.1. Berechnen Sie e(u) fir die Lomax-Verteilung und zeigen Sie: Ist e(u) = a+ bu
fiir alle w > 0 mit a > 0, 0 < b < 1, so ist F' eine GPD.

Aufgabe 11.2. Zeigen Sie, dass der Hill-Schétzer im exakten Pareto-Modell mit fester Schwelle
u der ML-Schétzer fiir 1/« ist, und bestimmen Sie seine Verteilung.

Aufgabe 11.3. Simulieren Sie n = 2000 Lomax-Schéden mit oo = 2. Erstellen Sie mean excess
plot und Hill-Plot, schétzen Sie gg 999 und ESg 999 mit der POT-Methode und vergleichen Sie
mit den wahren Werten und mit dem empirischen Quantil.
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Kapitel 12

Pramienprinzipien und Risikomafle

12.1 Quantile

Definition 12.1 ([BOS, Def. 6.1, 6.5]). Fiir A € (0,1) heifit ¢ ein A-Quantil von X, wenn
P(X < q) < A < P(X < g). Die Menge der A-Quantile ist ein Intervall [g(\), g% (\)]. Die
Linksinverse Fy'(t) = inf{x : Fx(z) > t} erfiillt Fiy'(\) = ¢x(\). Eine wachsende Funktion
gx mit gx(A) € [gx(N), g% (N\)] heiBt Quantilfunktion.

Ist U ~ UJ[0,1], so gilt gx(U) 2 X fiir jede Quantilfunktion (Quantiltransformation); ins-
besondere ist Elg(X)] = [, g(gx(u)) du.

12.2 Pramienprinzipien

Die Nettorisikopramie E[X| reicht auf Dauer nicht aus: Nach Korollar 8.6 fihrt sie sicher zum
Ruin. Eine Risikoprdmie enthélt deshalb einen Sicherheitszuschlag; mit Kosten und Gewinn
entsteht die Bruttoprdamie. Im Folgenden sei X' die Menge der nichtnegativen Zufallsvariablen
(Risiken).

Definition 12.2 (Pramienprinzip, [BOS, Def. 6.11]). Ein Pramienprinzip auf X' C X ist eine
Abbildung H: X’ — [0, 00), die nur von der Verteilung abhéngt.

Prinzip H(X) Parameter

(P1) Netto EX

(P2) Erwartungswert (1+H)EX 0>0

(P3) Varianz EX +0VX >0

(P4) Standardabweichung  EX + 0vVX 6>0

(P5) Maximalschaden esssup X

(P6) Perzentil Fgl(l —e) e €(0,1)

(P8) Nullnutzen Elu(H(X)—-X)] =0 u wachsend, u(0) =0
(P9) Mittelwert v YE[p(X))]) v wachsend, v(0) =0
(P10) Exponential Llog Ele®X] a#0

(P12) Esscher E[Xg(X)]/E[g(X)] g > 0 wachsend
(P14) Wang IS 9(Fx(t))dt g konkav, g(0) =0,9(1) =1
(P15) absolute Abweichung EX + aE[X — F¢'(2)] a€(0,1]

Definition 12.3 (Eigenschaften, [BOS, Def. 6.13]). H heifit (E1) erwartungswertibersteigend,
wenn H(X) > EX; (E2) mazimalschadenbegrenzt, wenn H(X) < esssup X; (E3) monoton,
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wenn X <Y f.s. = H(X) < HY); (E4) translationsinvariant, wenn H(X + ¢) = H(X) + ¢
(E5) homogen, wenn H(cX) = ¢cH(X) fir ¢ > 0; (E6) subadditiv bzw. (E6*) stark subadditiv,
wenn H(X +Y) < H(X) + H(Y) fiir unabhéngige bzw. beliebige X,Y; (E7) additiv, wenn
Gleichheit fur unabhéngige X,V gilt; (E8) konvex; (E9) konstantenerhaltend, wenn H(c) = c.

Monotonie, (E2) und (E9) wird man als unverzichtbar ansehen. Ohne starke Subadditivitét
lohnt es sich, ein Risiko aufzuspalten und getrennt zu versichern.

Proposition 12.4 ([BOS, Prop. 6.17]). Das Varianz- und das Standardabweichungsprinzip
sind nicht monoton; das Erwartungswertprinzip ist nicht translationsinvariant; das Varianz-
prinzip ist nicht homogen.

Beweis. SeiY = cund X = ¢l 4 mit P(A) = p,also X <Y und H(Y') = ¢. Beim Varianzprinzip
ist H(X) = ep+dc?p(1—p) > ¢, sobald dep > 1; beim Standardabweichungsprinzip ist H(X) =
ep + dey/p(1 —p) > ¢, sobald p > 1/(1 + §2). Ferner ist (1 + §)(EX +¢) # (1 + 6)EX + ¢ und
§V[eX] = 25V X. O
Das Exponentialprinzip. Fiir a > 0 ist H(X) = 1logE[e*X] das Nullnutzenprinzip zur

T a
exponentiellen Nutzenfunktion u(z) =1 —e™%*

(konstante Risikoaversion a). Es ist monoton,
translationsinvariant, additiv fiir unabhéngige Risiken und nach Jensen erwartungswertiiber-
steigend, aber nicht homogen und nicht stark subadditiv. Fiir heavy-Tailed X ist es unendlich
— solche Risiken sind mit diesem Prinzip nicht versicherbar.

12.3 Risikomafle

Nun betrachten wir Finanzpositionen X € X (beschrankte Zufallsvariablen, Gewinn positiv,
Verlust negativ).

Definition 12.5 ([BOS, Def. 6.30, 6.32]). ¢: X — R heifit monetdres Risikomaj$, wenn
(a) X <Y = p(X) > o(Y) (Monotonie),
(b) o(X +m) = p(X) —m fiir m € R (Translationsinvarianz).

0 heiBt konvez, wenn g(cX +(1—¢)Y) < co(X)+ (1 —c)o(Y), und kohdrent, wenn es zusétzlich
positiv homogen ist: o(cX) = co(X) fir ¢ > 0.

o(X) ist der kleinste Betrag, den man der Position hinzufiigen muss, damit sie akzeptabel
wird; es gilt o(X + o(X)) = 0. Fiir positiv homogenes g ist Konvexitat dquivalent zur Subaddi-
tivitdt o(X +Y) < o(X) + o(Y): Diversifikation erhoht das Risiko nicht. Ein monotones, trans-
lationsinvariantes und konstantenerhaltendes Prémienprinzip entspricht tiber o(X) = H(—X)
einem normierten Risikomaf und umgekehrt [BOS, Bem. 6.31].

Definition 12.6 ([BOS, Def. 6.35]). Fiir A € (0, 1) ist der Value at Risk VQR)(X) := inf{m €
R:P(m+ X <0) <A}, und fiir X € (0,1] der Average Value at Risk

1 A
AVAR,(X) = 1 / V@R, (X)dy.
0

Es gilt V@R )(X) = —¢%(\) und AV@R,, > V@R, Ist X ~ N(m,0?), so ist VAR, (X) =
—m~+o D¢ 1(1—X) mit der Standardnormal-Verteilungsfunktion ®q ;. Fiir einen Verlust I = —X
ist V@R (X) das (1 — A)-Quantil von L, also g, aus Kapitel 11 mit p=1— \.

Abbildung 12.1 veranschaulicht V@R, und AV@R, an der Quantilfunktion.

Beispiel 12.7 (V@R ist nicht subadditiv). Zwei unabhéngige Kredite verlieren je mit Wahr-
scheinlichkeit 0,04 den Betrag 1: X, Y € {—1,0}. Fir A = 0,05 ist V@R (X) = VAR, (Y) =0,
denn P(X < 0) = 0,04 < X\. Aber P(X +Y < 0) =1 —0,96% = 0,0784 > X\, und P(X +Y =
—2) = 0,0016; also V@QR)(X +Y) =1> 0. Der V@R bestraft hier Diversifikation.
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—— Quantilfunktion gx

6 — — VAR (X) N
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_8 | | | | | I I I

!
0 (O 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Abbildung 12.1: V@GR und AV@QR zum Niveau A = 0,1 fiir die Position X = 1 — L mit L Lomax-
verteilt (k = 2, a = 3, also EX = 0). —VQR,(X) ist der Wert der Quantilfunktion in A\; —AVQR(X)
ist ihr Mittelwert tiber (0,\) (Lemma 12.8), also die mittlere Hohe der schattierten Fliche. Der V@R
(=~ 1.31) ignoriert, wie tief der Tail links von A reicht; der AV@R (= 3.46) nicht.

Lemma 12.8 ([BOS, Lemma 6.38, 6.40]). Fir jede Quantilfunktion qx und X € (0,1) gilt

1 A 1
AVGRA(X) =~ ["ax(w)du = {El(ax() = X)*] = ax (V).
Beweis. Die erste Gleichung folgt aus V@R, = —q}(’y), da sich q}} und gx nur auf einer

Lebesgue-Nullmenge unterscheiden. Fiir die zweite ist nach der Quantiltransformation E[(q —
X)t) = [} (g —gx ()t dumit ¢ = gx(\), und gx (u) < ¢ fiir u < A, gx(u) > ¢ fir u > A. Also
El(q — X)*] = A — [ x (u) du. O

Satz 12.9 ([BOS, Satz 6.41]). Fir A € (0,1] ist AVQR) kohdrent, und es gilt

4@ _ 1}.

AV@Ry(X) = max Eg[-X], Q= {Q<P: aP = A

QEQN
Beweis. Sei A <1 (A =1: Q1 = {P}). Fir Q € Q, ist ¢ = )\i—% € [0,1] mit E¢ = X. Mit
q=qx(\) gilt

Eql-X] = El(g~ X)¢] 4 < 1 Ellg ~ X)*] — g = AVaR, ()

nach Lemma 12.8. Gleichheit gilt fir ¢ = 1{X < q} + k1{X = ¢}, wobei x € [0,1] so gewéhlt
wird, dass E@ = A; das ist moglich, da P(X < ¢) < A < P(X < ¢). Als Maximum linearer

Funktionale, die jeweils monoton, translationsinvariant und positiv homogen sind, ist AVQR,,
kohérent. O

Interpretation: AV@QR), ist der erwartete Verlust unter dem ungiinstigsten Szenario, das die
Wahrscheinlichkeiten héchstens um den Faktor 1/\ verzerrt; fir stetiges X ist AVQR)\(X) =
E[-X | X < gx())] (Expected Shortfall).

Zuriick zu den Préimienprinzipien. Setzt man #,(X) := AV@R,(-X) = } f117/\ gx (u) du
fiir Risiken X > 0, so gilt H\(X) = [5° min{l, Fx(¢t)/A}dt. Allgemeiner ist fiir jedes Wahr-
scheinlichkeitsmaf} p auf (0, 1]

Jra@n@n = [ToFx@)d gls) = [min{Ls/A} (),
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also ein Wangsches Prinzip [BOS, Satz 6.45]. Das absolute Abweichungsprinzip ist der Spe-
zialfall 4 = (1 — a)d1 + adysp, d-h. EX + aE[X —m| = (1 — a)EX + aH;p(X) fiir den
Median m. Daraus folgt, dass es alle Eigenschaften (E1)-(E9) auler der Additivitidt besitzt
BOS, Satz 6.29].

Aufgaben

Aufgabe 12.1 (vgl. [BOS, Ubung 6.8]). Beweisen Sie die Quantiltransformation qx (U) US'e

Aufgabe 12.2 (vgl. [BOS, Ubung 6.24]). Zeigen Sie mit der Holder-Ungleichung, dass das
Exponentialprinzip mit ¢ > 0 konvex ist.

Aufgabe 12.3. Berechnen Sie V@R und AVQR), fiir einen Pareto-verteilten Verlust (o > 1)
und das Verhéltnis AV@R, /V@R,. Vergleichen Sie mit der Normalverteilung fiir A — 0.

Aufgabe 12.4 (vgl. [BOS, Ubung 6.28]). Bestimmen Sie die Funktion g, fiir die das absolute
Abweichungsprinzip ein Wangsches Prinzip ist.
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Kapitel 13

Riickversicherung,
Erfahrungstarifierung und

Credibility

13.1 Risikoteilung und Riickversicherung

Ein Risiko X > 0 soll auf Versicherer 1,..., N mit Pramienprinzipien H; aufgeteilt werden:
X=X+ -4+ Xy mit X; >0, so dass ), H;(X;) minimal ist. Verwenden alle dasselbe stark
subadditive Prinzip (etwa AV@QR oder absolutes Abweichungsprinzip), lohnt sich keine Teilung:
Einer iibernimmt alles. Eine Teilung kann sich also nur lohnen, wenn die Prinzipien verschieden
oder nicht stark subadditiv sind.

Bei der Riickversicherung (N = 2) teilt der Erstversicherer X = X + Xp in Selbstbehalt
und Anteil des Riickversicherers:

o Quotenriickversicherung: Xr = (1 —p)X, Xg =pX, p€[0,1];
o Euxzedentenriickversicherung (Stop-Loss bzw. Excess-of-Loss): Xp = (X — )", Xp =
min{X, r} mit Prioritét » > 0.
Beim Exzedentenvertrag ist E[Xg] = e(r)F(r) (Lemma 11.2); seine Bepreisung ist eine Anwen-

dung der POT-Methode.

Beispiel 13.1 (Quote mit Exponentialprinzip, [BOS, Bsp. 6.48]). Sei X ~ Exp(\), und beide
Versicherer verwenden das Exponentialprinzip mit @ > 0. Fir b < A ist H(bX) = élog X —)\ab'
Die Gesamtprémie

11 +1] A
1o “log —
a g)\—ap a g)\—a(l—p)

ist bei p = % minimal und dort gleich %log ﬁ, endlich flir ¢ < 2A. Ohne Teilung ist die
Pramie nur fir a < A endlich. Fiir A < a < 2\ ist das Risiko also nur mit Riickversicherung

versicherbar — moglich, weil das Exponentialprinzip nicht stark subadditiv ist.

13.2 Das heterogene Modell

Ein Portfolio ist selten homogen: Fahrer fahren unterschiedlich, Gebdude sind unterschiedlich
geféhrdet. Man beobachtet fiir Police i die Schdden X;1,...,X;, der vergangenen Jahre und
mochte den Schaden X; o des kommenden Jahres prognostizieren.

Definition 13.2 (Heterogenes Modell, [BOS, Def. 6.49]). Jede Police i hat einen zufilligen
Risikoparameter Y; mit Verteilung v. Die Paare (Y;, (X ;);>0) sind u.i.v., und gegeben Y; = 6
sind X; 0, X 1,... u.i.v. mit Verteilung ry.
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KAPITEL 13. RUCKVERSICHERUNG UND CREDIBILITY Risiko- und Extremwerttheorie

Wir lassen den Index ¢ weg. Unbedingt sind die X; nicht unabhingig: Vergangene Schiden
enthalten Information {iber Y und damit iber Xj.

Beispiel 13.3 (Mischung erzeugt schwere Tails, [BOS, Bsp. 6.51]). Ist Y ~ Exp(a) und gege-
ben Y = 6 die Schadenhohe Exp(6), so ist

) -1
— Oz —ab [0 X .
P(Xo > z) = /0 e TaeTdl = T (1 + 704> :

eine Lomax-Verteilung mit Index 1, also ein extrem schwerer Tail (£ = 1) aus lauter exponen-
tiellen Einzelrisiken. Heterogenitét ist eine wichtige Quelle schwerer Tails.

Abbildung 13.1 zeigt diesen Effekt.

T T T T T T T T T T T
—
10_1 i ~_ \\ E[e—Y.r} — ?lT i
& \ .
A \ \\
o 1073 [ \ \ \
Ei \ \ \
B \ \ \
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107 | ‘ |
\ \ \
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1072 107! 10° 10t 10 10°
T

Abbildung 13.1: Heterogenitét erzeugt schwere Tails: Gegeben Y = 6 ist der Schaden Exp(6)-verteilt
mit leichtem Tail (grau, drei Werte von ). Mischt man iiber Y ~ Exp(1), so entsteht der Lomax-Tail
(1+x)~! (rot), der in doppelt logarithmischer Darstellung eine Gerade ist — Policen mit kleinem 6, also
groflen mittleren Schdden, dominieren den Tail.

Beispiel 13.4 (Poisson—-Gamma, [BOS, Bsp. 6.52]). Seien Y ~ I'(v,3) und die Schadenan-
zahlen gegeben Y = 6 Poisson(f)-verteilt. Nach Bayes ist die a-posteriori-Verteilung von Y
gegeben Xy, ..., X, wieder Gamma mit Parametern (y+3>_, X;, 8+n). Die Bayes-Primie ist
daher

_ Tt 25X on ¢ p

g
ElXo | X1,.... X0 =E[Y | X1,..., X,] s o Rt T 1

ein gewichtetes Mittel aus individueller Erfahrung X und Kollektivmittel E[Y] = ~v/3. Unbe-
dingt ist X negativ binomial (Beispiel 3.4); Bichsel (1964) zeigte, dass dies Kfz-Daten weit
besser beschreibt als ein Poisson-Modell.

13.3 Credibility nach Biithlmann

Meist ist die bedingte Erwartung nicht explizit berechenbar. Man sucht dann die beste lineare
Prognose: die orthogonale Projektion von Xg in L? auf span{1, Xy, ..., X, }.

Satz 13.5 (Biihlmann 1967). Im heterogenen Modell mit E[XZ] < oo seien u = EXp, A :=
VIE[Xo | Y]] > 0 und &k := (VXo — A)JA = E[V(Xo | Y)|/A. Die beste lineare Prognose von
Xo aus X1,..., X, ist
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Beweis. Schritt 1: Kovarianzen. Mit Turmeigenschaft und bedingter Unabhéngigkeit ist fiir
J#k
Cov(Xj, Xi) = E[E[X; — p | Y]E[Xy — p | Y]] = V[E[Xo | Y]] = 4,
und VX; = VXj. Daher Cov(Xg, X) = A und VX = %VXO + "T_IA. B
Schritt 2: Projektion auf span{1l, X}. Das Minimum von E[(X; —a — bX)?| wird bei b =
Cov(Xp, X)/VX, a = (1 — b)p angenommen. Mit Schritt 1 ist

A nA n

b: = = .
%VXO—F%A VXo—A+nA n+k

Schritt 3: Es geniigt X. Fiir Xo = (1 — b)u+ bX und j > 1 ist

. b & b
E[(Xo — XQ)X]‘} = COV(X(), Xj) - - E COV(Xk,Xj) =A-— ﬁ((n - 1)A + VXQ) =0,
k=1

und E[Xy — X'O} = 0. Also ist X — X orthogonal zu span{1l, X1,...,X,}, und Xo=Xo. O

Der Credibility-Faktor z = n/(n+x) € [0, 1] wéchst mit der Anzahl der Beobachtungen und
mit der Heterogenitdt A des Portfolios, und er fillt mit der Streuung E[V(Xy | Y')| innerhalb
einer Police. Im Poisson-Gamma-Modell ist A = VY = /4% und E[V(X, | V)] = EY = ~/3,
also k = [3: Die lineare Prognose stimmt mit der Bayes-Pramie Gberein. In der Praxis schétzt
man 4, A und k aus dem Portfolio (empirische Bayes-Methode).

Abbildung 13.2 zeigt, wie der Credibility-Faktor von n und s abhingt.

1
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I/ "/ —
’ Piie =
02/ . —=
/ s
1 -
i/ »
0 | ‘ ‘ | ‘ ‘ | | I I

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Anzahl n beobachteter Jahre

Abbildung 13.2: Credibility-Faktor z als Gewicht der eigenen Schadenerfahrung X in Biihlmanns
Prognose. Je kleiner k = E[V(Xy | Y)]/V(E[Xy | Y]), d.h. je heterogener das Portfolio im Verhéltnis
zur Streuung innerhalb einer Police, desto schneller vertraut man der individuellen Erfahrung. Bein = &
erhalten Individual- und Kollektivmittel gleiches Gewicht.

13.4 Riickblick

o Lebensversicherung: Bewertung iiber Barwerte, Aquivalenzprinzip, Deckungskapital (Thie-
le), Verlust als Martingal mit expliziter Varianz (Hattendorff).

o Statische Modelle: Gesamtschaden als zusammengesetzte Verteilung; Wald, Cantelli, Cramér;
exakte Berechnung mit Panjer.

o Ruintheorie: Erneuerungsgleichungen als Werkzeug. Leichte Tails: ¥(u) ~ Ce "%, Ruin
durch viele kleine Schiiden. Subexponentielle Tails: ¥(u) ~ F(u)/p, Ruin durch einen
groBen Schaden.
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o Extremwerttheorie: Maxima konvergieren gegen die GEV, Exzesse gegen die GPD; der
Extremwertindex & steuert den Tail und wird mit POT- oder Hill-Methoden geschétzt.

e Bewertung von Risiken: Pramienprinzipien und Risikomafie; AV@R ist kohédrent, V@GR
nicht; Riickversicherung und Credibility.

Der rote Faden ist das Verhalten im Tail: Es entscheidet tiber die Form der Ruinwahrschein-
lichkeit, iiber die Versicherbarkeit unter bestimmten Pramienprinzipien und tiber die Wahl
geeigneter statistischer Methoden.

Aufgaben

Aufgabe 13.1. Leiten Sie die a-posteriori-Verteilung im Poisson—-Gamma-Modell her.

Aufgabe 13.2. Berechnen Sie den Credibility-Faktor im Modell Y ~ I'(v,8), X | Y =0 ~
Exp(f) mit v > 2. Ist hier die lineare Prognose gleich der Bayes-Pramie?

Aufgabe 13.3. Bestimmen Sie fiir X ~ Lomax(x, &) die Netto-Riickversicherungsprémie eines
Exzedentenvertrags mit Prioritdt r und deren Abhédngigkeit von a.
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Anhang A

Hilfsmittel aus der Maf3- und
Wahrscheinlichkeitstheorie

A.1 Lebesgue—Stieltjes-Integrale

Zu jeder wachsenden, rechtsstetigen Funktion G: [0,00) — R gibt es genau ein Mafl u¢g auf
0,00) mit pg([0,t]) = G(t) — G(0—), wobei wir G(0—) := 0 setzen; ein Wert G(0) > 0
erzeugt also ein Atom in 0. Man schreibt [ ¢dG := [ gdug. Ist G eine Differenz zweier solcher
Funktionen, so integriert man gegen beide getrennt und subtrahiert.

Spezialfille. TFiir eine Treppenfunktion G(t) = 32, 2;1{t > ¢;} ist f[o g 9dG = 2t;<t 9(t5)%;
Ist G absolut stetig, d.h. G(t) = G(0) + [{ g(s) ds mit integrierbarem g, so ist G fast iiberall
differenzierbar mit Ableitung ¢ (Hauptsatz fiir absolut stetige Funktionen), und f[o 1 hdG =

h0)G(0) + [y h(s)g(s) ds.
Partielle Integration. Fir wachsende, rechtsstetige F,G und 0 < s < t gilt
F()G(t) - F(s)G(s) = / Flu=)dG(w) + [ G(u)dF(u).
(s,t] (s,t]

Die Asymmetrie (F'(u—) gegen G(u)) erfasst die gemeinsamen Sprungstellen.

Fubini fiir Stieltjes-Integrale. Fur messbares f > 0 und eine Zufallsvariable Y gilt E[ f[o,Y) fdG| =
Jio,00) f($)P(Y > 5) dG(s); das wird in den Beweisen von Lemma 1.21 und Lemma 2.2 verwen-
det.

A.2 Bedingte Erwartungen

Sei X € L! und G C F eine Teil-o-Algebra. Die bedingte Erwartung E[X | G] ist die (f.s.
eindeutige) G-messbare Zufallsvariable Z mit E[Z1p] = E[X1p] fir alle B € G. Es gelten:

(a) Linearitdt und Monotonie;

(b) E[EX | Gl = EX;

(c) Turmeigenschaft: E[E[X | G] | H] = E[X | H] fur H C G;

(d) Herausziehen: E[ZX | G] = ZE[X | G] fiir G-messbares Z mit ZX € L!;
(e) Jensen: p(E[X | G]) < E[p(X) | G] fir konvexes ¢;

(f) Unabhangigkeit: Ist X unabhéngig von G, so ist E[X | G] = EX;
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(g) Varianzzerlegung: VX = E[V(X | G)| + V(E[X | G)).

In L? ist E[X | G| die orthogonale Projektion auf L?(G), also die beste G-messbare Prognose
im quadratischen Mittel — das ist der Ausgangspunkt der Credibility-Theorie (Kapitel 13).
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