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Teil 1.

Wahrscheinlichkeitstheorie



0. Wiederholung

Eine ausfiihrliche Darstellung des hier wiederholten Stoffs findet man etwa in [Geol5] sowie
in [Klel3, Kapitel 1-5].

In diesem Kapitel stellen wir die Grundbegriffe aus der einfithrenden Stochastik zusammen,
die wir im Folgenden sténdig verwenden.

0.1. Wahrscheinlichkeitsraume

Definition 0.1 (Wahrscheinlichkeitsraum). Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel
(Q, F,P), bestehend aus einer nichtleeren Menge 2, dem Ergebnisraum, einer o-Algebra
F C P(Q), wobei P(£2) die Menge aller Teilmengen von {2 bezeichnet, und einem Wahrschein-
lichkeitsmafl P: F — [0, 1]. Die Elemente von F heiflen Ereignisse.

0.2. Zufallsvariablen und Verteilungen

Seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (®,G) ein Messraum. Der Wahrscheinlich-
keitsraum bleibt dabei oft abstrakt im Hintergrund; konkret arbeiten wir meist auf dem
Messraum (®,G). Typische Beispiele sind ® = Ny mit der Potenzmenge G = P(Np) sowie
® = R mit der Borel-o-Algebra G = B(R).

Definition 0.2 (Zufallsvariable). Eine Abbildung X : Q — & heifit Zufallsvariable (ZV), falls
X messbar ist, das heift, falls

XN A)={weQ: Xw)ecAleF firalle Acg.

Q

X QA

X1(4)

Abbildung 1.: Urbild einer Menge A € G unter einer Zufallsvariablen X.

Definition 0.3 (Verteilung). Die Verteilung einer Zufallsvariablen X: Q@ — @ ist das
Wabhrscheinlichkeitsma PX auf (®,G), definiert durch

PX(B) :=P(X Y(B)) firalle B€g.
Beispiel 0.4 (Poisson-Verteilung). Seien ® = Ny, G = P(Np) und A > 0. Eine Zufallsvariable
X heifit Poisson-verteilt mit Parameter A, kurz X ~ Poiy, falls
k

P(X = k) =PX({k}) = e_A% fiir alle k € No.



Die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse {k} legen P¥X eindeutig fest; die Funktion
ks P(X = k) heift Zahidichte.

(a) Es handelt sich um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn

Ak
D P(X =k)=et}y Tr=eTtet =1
keNp keNg

(b) Fiir den Erwartungswert von X gilt

NF NF NF
E -\ § /‘ —A 2 : -\ 2 :
keNp k>1 k>1 k>0

Fiir Zufallsvariablen mit Werten in Ny gilt allgemein auch E[X] =}, .yP(X > k).

(¢) Fiir die Varianz von X gilt
Var[X] = E[X?] - E[X]? = \.
Dies folgt wie in (b) aus E[X (X — 1)] = A%, also E[X?] = A2 + \.

(d) Anwendung: Modellierung seltener Ereignisse. Wir betrachten schwere Thrombose-Félle
nach einer Impfung. Seien n die Anzahl der Impfungen (gro) und p das Thrombose-
Risiko pro Impfung (klein). Dann ist die Anzahl der Thrombose-Fille Bin(n, p)-verteilt,
also binomialverteilt. Fiir n — oo und p = p, mit np, = A, wobei A die erwartete
Anzahl der Falle ist, gilt

Bin(n,p,)({k}) — Poix({k}) fiir alle k£ € Np.
Die Poisson-Verteilung approximiert also die Anzahl der Félle.
Beispiel 0.5 (Exponentialverteilung). Seien ® = [0,00), G = B([0,00)) und A > 0. Eine
Zufallsvariable X heifit exponentialverteilt mit Parameter A\, kurz X ~ Exp,, falls

t
P(X <t)= / Ae Mdr=1—e M fiir alle ¢ > 0.
0

Die Abbildung ¢t — P(X < t) heifit Verteilungsfunktion; sie ist hier durch die Dichte
f(x) = Ae™* gegeben.

[e.9]

(a) Es gilt P(X > 0) = [° e M dr = [—e_)‘x]o

=0+1=1.

(b) Mit partieller Integration folgt

o0 1
E[X] :/0 e M dx = Y

(c) Fiir die Varianz gilt

Var[X] = /Ooo(a: —E[X])*Ae M da = %

Hier ist die Varianz direkt iiber ihre Definition Var[X] = E[(X — E[X])?] berechnet.



0.3. Unabhangigkeit und Unkorreliertheit

Definition 0.6 (Unabhéngigkeit von Ereignissen). Zwei Ereignisse A, B € F heiflen stochas-
tisch unabhingig (stu), falls
P(AN B) =P(A)P(B).

Bemerkung 0.7. Disjunktheit und Unabhéngigkeit sind verschiedene Begriffe. Fiir disjunkte
Ereignisse A und B gilt P(A N B) = 0; sie sind also nur dann unabhingig, wenn P(A) =0
oder P(B) = 0 gilt.

Definition 0.8 (Unabhingigkeit von Zufallsvariablen). Seien X: Q — ® und Y: Q — 9’
Zufallsvariablen mit Werten in Messrdumen (®,G) und (®',G’). Sie heiflen stochastisch
unabhdngig, falls

P(Xe€eA YeB)=P(X € A)P(Y € B) firalle A€ G, Beg'.

Bemerkung 0.9. In zwei wichtigen Spezialfillen geniigt es, die Produktformel auf einer
kleineren Klasse von Mengen nachzupriifen.

(a) Nehmen X und Y nur Werte in Ny an, so sind sie genau dann unabhéngig, wenn

PX=FkY=0)=PX=kKPY =Y fir alle k, ¢ € Ny.

(b) Nehmen X und Y Werte in R an, so sind sie genau dann unabhéngig, wenn

PX<t,Y<s)=P(X <t)P(Y <) fir alle t, s € R.

Definition 0.10 (Kovarianz und Korrelation). Seien X und Y reellwertige Zufallsvariablen
mit E[X?], E[Y?] < cc. Die Kovarianz von X und Y ist

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].
Insbesondere gilt Cov(X, X) = Var[X]. Ist zusétzlich Var[X], Var[Y] > 0, so ist die Korrela-
tion von X und Y definiert als
Cov(X,Y)

Corr(X,Y) = Var[X] Var[Y]

€[-1,1].

Die Zufallsvariablen X und Y heilen unkorreliert, falls Cov(X,Y’) = 0.

Die Kovarianz ist symmetrisch, Cov(X,Y) = Cov(Y, X), und nach der Cauchy—Schwarz-
Ungleichung gilt | Cov(X,Y)| < /Var[X] Var[Y], also liegt die Korrelation tatséchlich in
[—1,1].

Satz 0.11. Seien X und Y reellwertige Zufallsvariablen mit E[X?],E[Y?] < co. Sind X und
Y stochastisch unabhdngig, so sind sie unkorreliert.

Die Umkehrung von Satz 0.11 ist falsch.

Beispiel 0.12. Seien X ~ U(—1,1) gleichverteilt und Y := X2. Dann gilt Cov(X,Y) =
E[X3] — E[X]E[X?] = 0, da X symmetrisch verteilt ist. Andererseits gilt P(|X| < 1/2, Y >
1/4)=0#1/4=P(|X| <1/2)P(Y > 1/4), also sind X und Y nicht unabhéngig.

Satz 0.13 (Gleichung von Bienaymé). Seien X, ..., X, paarweise unkorrelierte reellwertige
Zufallsvariablen mit E[X?2] < oo, das heifst, es gilt Cov(X;, X;) = 0 fiir alle i # j. Dann gilt

Var [zj: Xl} = zj: Var[X;].



Fiir den Erwartungswert gilt die Linearitat E[>7 ; X;] = Y1 E[X;] dagegen immer, das
heifit ohne Annahme an die Abhéngigkeitsstruktur.

Satz 0.14 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen). Sei (X;);en eine Folge paarweise unkorre-
lierter, identisch verteilter reellwertiger Zufallsvariablen mit E[X?] < co. Dann gilt

1 n
= Z Xi—— E[X1] in Wahrscheinlichkeit,

das heifst, P(|(1/n) Y1) Xi — E[X1]| > €) = 0 fiir n — oo und jedes € > 0.
Beweis. Nach der Chebyshev-Ungleichung und Satz 0.13 ist die Wahrscheinlichkeit héchstens
Var[X1]/(ne?). O

Interpretation: Der Mittelwert iiber viele unabhéngige Experimente approximiert den
Erwartungswert.

0.4. Elementare bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition 0.15 (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Seien A, B € F mit P(B) > 0. Dann heifit

P(AN B)

P(A|B) = F(B)

die elementare bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Die Abbildung P(-|B) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (€2, F). Sie beschreibt die Wahr-
scheinlichkeiten unter der Information, dass das Ereignis B bereits eingetreten ist. Sind A
und B stochastisch unabhéngig, so gilt P(A|B) = P(A).

Fiir Ereignisse A, B mit P(A),P(B),P(B¢) > 0 gelten die Formel von der totalen Wahr-
scheinlichkeit und die Formel von Bayes,

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B°), (0.1)
P(B|A) = W _ P(A|B)I;g;. (0.2)

Beispiel 0.16 (Corona-Schnelltest). Ein Schnelltest habe die folgenden Kenngréfien. Die
Spezifitdit, also die Wahrscheinlichkeit, dass eine gesunde Person als gesund erkannt wird,
betrage 99,03 %. Die Sensitivitdt, also die Wahrscheinlichkeit, dass eine kranke Person als
krank erkannt wird, betrage 96,45 %. Wir betrachten die Ereignisse

A = {Test negativ}, A€ = {Test positiv},
B = {Covid-gesund}, B¢ = {Covid-krank}.

Dann ist die Spezifitét gleich P(A|B) und die Sensitivitéat gleich P(A¢|B€). Uns interessiert
die Wahrscheinlichkeit, bei positivem Test tatséchlich krank zu sein. Nach der Formel von
Bayes (0.2) gilt
P(B¢ N A° P(B°

(B4 gei e BB
P(A°) P(A°)
Hier ist P(A°|B€) bekannt. Als Zusatzinformation benotigen wir den Anteil der Infizierten,
P(B¢) ~ 0,003. Die Wahrscheinlichkeit P(A€) erhalten wir aus der Formel von der totalen
Wahrscheinlichkeit (0.1), wobei P(A¢|B) =1 — P(A|B):

P(B°|A°) =

P(A°) = P(A°|BS)P(B®) + P(A°| B)P(B) = 0,9645 - 0,003 + 0,0097 - 0,997 ~ 0,0126.



Damit folgt
0,003

0,0126
Nur etwa ein Viertel der positiv Getesteten ist also tatsédchlich krank; etwa drei von vier

positiven Tests sind falsch positiv. Ebenso erhélt man P(B|A) ~ 99,99 %. Ein negativer
Schnelltest bedeutet also eine grofie Sicherheit dariiber, dass man gesund ist.

P(B°|A) ~ 0,9645 - ~ 0,23 = 23%.




1. Charakteristische Funktionen

Zu diesem Kapitel vergleiche man [Klel3, Kapitel 15] und [Durl9, Abschnitte 3.3 und 3.4].

Sei (€, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X = (X1,...,X3) " eine Zufallsvariable
auf (Q, F,P) mit Werten in R¥, versehen mit der Borel-o-Algebra B(R¥). Wir bezeichnen
mit PX die Verteilung von X; sie ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R*, B(R¥)).

Definition 1.1 (Charakteristische Funktion). Die Funktion
X (t) = E[eitTX] = E[cos(t' X) +isin(t' X)],

mit t = (t1,...,t)" € R¥ heift charakteristische Funktion (cf) von X beziehungsweise von
PX, oder auch Fouriertransformierte von PX. Dabei bezeichnet i die imaginire Einheit und
t' X das Skalarprodukt von t und X.

Bemerkung 1.2. Zur Erinnerung stellen wir einige Fakten iiber Integrale komplexwertiger
Funktionen zusammen.

(i) Eine Funktion f: @ — C ist genau dann messbar, wenn Re f und Im f: Q@ — R messbar
sind.

(ii) Sind Re f und Im f integrierbar, so definiert man

[ rapi= [ Regap+i [ tmfae.

(iii) Fiir integrierbare f, f1, fo: @ — C und ¢1, co € C gelten die folgenden Rechenregeln:
Re/fdP:/RefdP, Im/fd]P’:/ImdeP’, /fd[@:/?dp, (1.1)
/(c1f1—|—02f2)d]P’:cl/f1 d]P’+cQ/f2dIP>, ’/fdl[’" < /|f|dIP’. (1.2)

Beispiel 1.3. Seien £k =1 und t € R. Dann gilt:

X ~ J, (EinpunktmaB in a € R) = ¢~ (t) = E[e™¥] = &' (1.3)

o0
; ' A" it it
X ~Poiy = o¥(t)= § :eltne_)\ T e~ AN = A1)
n!
n=0

X ~Bin(n,p) = ¢X(t)=> e (Z)pk(l —p)" = ("p+(1-p)",
k=0
wobel wir im letzten Schritt den binomischen Lehrsatz verwendet haben.
X ~N0,1) = o @) =e /2 (1.4)

Zur Begrindung entwickeln wir die Exponentialfunktion in ihre Taylorreihe. Wegen der
Identitit 50 [tX|"/n! = ellX] und E[elX1] < oo diirfen wir Summe und Erwartungswert
vertauschen. Wir erhalten

n=0 ’ n=0 ’
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Fiir die Momente der Standardnormalverteilung gilt

0, n ungerade,
E[Xn} = n!
27/2(n/2)!"

n gerade.

Damit folgt
: 2 (i) (2 =1
E X (1 -

"] ;::0 (2n)! 2”n' zz: n! (
Fir 4 € R und o > 0 gilt weiter

X~ N o?) = ¢¥(t)=efre /2 (1.5)

denn X hat dieselbe Verteilung wie p + 0Z mit Z ~ AN(0,1), und somit gilt E[e!*X] =
eE[e'"Z]. Fiir die Cauchy-Verteilung mit Dichte x + (1/7)(1/(1 + 22)) gilt

X ~ Cauchy(0,1) = ¢~(t)=e %

Der Erwartungswert E[X] existiert hier iibrigens nicht; die Verteilung ist ,heavy-tailed*.
Schlieflich gilt fiir die Gleichverteilung auf [—1, 1]

sint

X~U(-1,1) = ng(t):T fiir t # 0,

und X (0) = 1; der Nachweis ist eine Ubungsaufgabe.

Lemma 1.4 (Grundlegende Eigenschaften charakteristischer Funktionen). Sei ¢ die charak-
teristische Funktion einer R¥-wertigen Zufallsvariablen X . Dann gilt:

@ ist gleichmdfig stetig auf RF. (1.6)
©0)=1 und |p(t)| < @(0) fir allet e RF. (1.7)

Auperdem ist ¢ positiv semidefinit, das heifit, fir allen € N, alle ty,...,t, € RF und alle
ALy -y Ap € C gilt

A1
(Moo An) (ot — ts))r,s:l,...,n | >0, (1.8)
A
oder dquivalent
SN A Aty —ts) > 0. (1.9)
r=1s=1

Beweis. Zu (1.7): Es gilt ¢(0) = E[e®® %] = 1, und mit (1.2) folgt
o] = [E[e* X]| <E[le" X|] = 1
Zu (1.8): Mit (1.2) und (1.1) gilt

33 AR E[elt ) X] [ZA eitr X Z)\ e X = EHXH: AreitTTXﬁ >0
r=1

r=1s=1
Zu (1.6): Fiir alle t, h € R* gilt mit (1.2)
‘(p(t + h) o go(t)\ < EHei(Hh)TX N eitTXH _ EHeihTX o 1’]

Die rechte Seite hangt nicht von ¢t ab. Da die komplexe Exponentialfunktion stetig in 0 ist,
gilt limy,_,q |eihTX — 1] = 0 punktweise, und der Integrand ist durch 2 beschrénkt. Mit dem
Satz von der dominierten Konvergenz konvergiert die rechte Seite fiir h — 0 gegen 0, und
zwar gleichméfBig in ¢. O

11



Bemerkung. Weiterhin gilt p(—t) = ¢(t) sowie
E[eitT(aXer)] = et by (at) fiir alle a € R, b € R¥.

Die Eigenschaften (1.6), (1.7) und (1.8) charakterisieren charakteristische Funktionen
vollstandig.

Satz 1.5 (Satz von Bochner [Boc33]). Zu jeder Abbildung ¢: R¥ — C mit den Eigenschaften
(1.6)—(1.8) existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R*, B(RF)), dessen charakteristische
Funktion ¢ ist.

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir £ = 1. Die Idee ist, ¢ durch die Funktionen
@(8)6*52‘72/ 2 o > 0, zu approximieren, fiir diese explizit eine Dichte anzugeben, und dann
o | 0 mit Satz 1.6 zu behandeln.

Schritt 1: Positivitdt. Fir alle 0 > 0 und x € R gilt

// e uto?uz olu—v)e™ 2ot T Qo dy > 0. (1.10)
R2

Mit g(u) == e~uto’ T J5eqt sich das Integral ndmlich durch Riemann-Summen der Form

Zg(tr) o(tr — ts)@AZ

iiber endliche Gitter {¢,} mit Maschenweite A approximieren; der Integrand ist stetig und
durch e~ (#*+v%) beschriinkt. Jede dieser Summen ist nach (1.9) mit A, = g(£,)A nichtnegativ.
Schritt 2: Definition der Dichte. Wegen u? +v% = (1/2)(u — v)? + (1/2)(u + v)? lautet

(1.10)
) o2 2
0< /{/ o(u — v) e ()= (umv)? =5 (uto)? du} dv.
R *JR

Mit der Substitution s =u+v,t=u—v (Jacobi—Determinante vom Betrag 1/2) folgt

it o‘ o o2
2/ /<p gy ds}dt— 2/ ds/gp —ita—t? gy

Da der erste Faktor positiv ist, folgt

1 22
/ p(t)e =5 dt >0 firallez € R, o > 0.

flz, o) = o Je

Schritt 3: f(-,0) ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Mit monotoner Konvergenz (wegen
f > 0) und dem Satz von Fubini gilt

t202

2252 1 : 2252
/ f(z,0)dx = lim/ flz,o)e” 2 de=—1lim | ¢(t)e 2 (/ e T dx) dt.
R 610 JR R

21 540 JR

Nach (1.5), angewandt auf A(0,6~2), ist das innere Integral gleich (v/27/8)e~t"/(20°) Mit
der Substitution s = t/d folgt

202 42

1 1 — -
= —— 1 — 2
/Rf(x,a) dz mlélilol 6/ p(t)e” 2 22 dt

25262 2

lim d0s)e” 2 “z2ds=¢p(0)-1=1.

= —=tim [ o(6) #(0)

Im letzten Schritt haben wir den Satz von der dominierten Konvergenz verwendet, mit
Majorante e~"/2 wegen (1.7), sowie die Stetigkeit von ¢ in 0. Also existiert zu f(-, o) fiir
jedes 0 > 0 ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)) mit dieser Dichte.

12



Schritt 4: Die charakteristische Funktion von f(-,0). Fir s € R gilt mit dominierter
Konvergenz (Majorante f(-,0)) und dem Satz von Fubini

2262

/eisxf(x,a)dx:lim/f(a:,a)eisz* 2 dx
R 610 JR

t202 1 . 1262
= 1i e — [ &G54z dt.
gig/R<p()e 2 (%/Re 2 w)

Nach (1.5) ist das innere Integral gleich (1/(85v/27))e~(t=*/(28*) Mit der Substitution u =
(t — s)/ und dominierter Konvergenz folgt

/ isa:f( )d li 1 / ( iy ) 7(S+6;)2027%d
(§ xT,o r = 1M —F= S u)e u
R 010 /21 RSD

5202

= p(s)e™

820'2

1 w2
—— [ e 2du=p(s)e 2 .
TW/R o(s)

Schritt 5: Grenziibergang o | 0. Zum Wahrscheinlichkeitsmafl mit Dichte f(-,0) gehort
also die charakteristische Funktion s — gp(s)e*32‘72/ 2 welche fiir o | 0 punktweise gegen ¢
konvergiert. Allerdings konvergiert f(-, o) nicht unbedingt, und die Existenz eines Grenzmafes
ist damit noch nicht sichergestellt. Eine direkte Anwendung des folgenden Stetigkeitssatzes,
Satz 1.6, mit o = 1/n komplettiert jedoch den Beweis, da ¢ nach (1.6) stetig in 0 ist. O

Satz 1.6 (Stetigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen [Lév25]). Sei (X,)nen eine Folge
von Zufallsvariablen mit Werten in (R*, B(R¥)) und zugehérigen charakteristischen Funktionen
(0n)nen. Emistiert eine in 0 stetige Abbildung ¢o: RF — C mit
on(t) —= ©o(t) fiir alle t € R¥,
s0 ist o die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafes Qo auf RF, und es
gilt
Xn ((_ _
PX ((~00,2]) —— Qo((—o0,2]) (1.11)

fiir alle x € R¥, in denen Qq stetig ist, das heifit, fiir die Qo(9(—o0,x]) = 0 gilt.
Beweis. Der Beweis folgt spéter. O

Bemerkung. Hier bezeichnet (—oo, ] :== (—00, x1] X - - - X (=00, 2] den von & = (x1,...,x3) "
aus nach links unten verlaufenden Quadranten, siche Abbildung 1.1 fiir £ = 2. Die Bedingung
Qo (9(—o00, z]) = 0 verlangt, dass der Rand dieses Quadranten keine Masse trigt. Fir k =1
ist dies gerade Qo({z}) = 0, also die Stetigkeit der Verteilungsfunktion von Q) in x.

Lemma 1.7 (Unabhéngigkeit und Summen). Seien X; und Xo stochastisch unabhdngige
Zufallsvariablen mit Werten in (RF, B(RF)). Dann gilt fiir alle t,t;,ty € R*

. X . .
pXX) (1), 1) = B[ 00)| < BT X B[] = X () %o () (112)
und
X2 (1) = oM () ¥2(2). (1.13)

Beweis. Da X1 und Xs unabhéngig sind, sind auch die komplexwertigen Zufallsvariablen
oft! X1 ynd eits X2 unabhéngig; ihr Produkt hat also als Erwartungswert das Produkt der
Erwartungswerte, angewandt auf Real- und Imaginérteile. Dies ist die mittlere Gleichung
in (1.12). Die Gleichung (1.13) folgt aus (1.12) mit ¢; = t; = ¢, denn t' (X + X3) =

Tt (F. O
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Z2

I

(—o0, 2] J(—o0, x|

Abbildung 1.1.: Der Quadrant (—oo, ] fiir k = 2; der Rand ist fett eingezeichnet.

Satz 1.8 (Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen). Seien X; und Xo zwei
Zufallsvariablen mit Werten in (RF, B(R¥)). Dann gilt

©X1(t) = oX2(t)  fiir alle t € R¥ = pX1 = pXz,

Beweis. ,<=“: Gilt PX1 = PX2 g0 folgt fiir alle t € R¥

@Xl(t) :/ eitTw]P’Xl(d:D) :/ eitTmPXg(dm) 290X2(t)-
Rk Rk

»=": Die Idee ist, Dichten durch Faltung mit einer Normalverteilung zu erzeugen. Seien
dazu Yi,...,Y; ~ N(0,1) unabhéngig und identisch verteilt sowie unabhéngig von Xj,
j € {1,2}. Fiir jedes 0 > 0 hat Y, := (0Y1,...,0Y};)" die Dichte

w=(up,...,up) — L ewTwee) fo(uw).
(2mwo?)k

Dann hat Z;, == X; + Y, j € {1,2}, die Dichte
T gjo(T) = / folu—2)PY (du).
R

Gilt nun PZ1e = P%e fiir alle o > 0, so folgt daraus PX1 = PX2. Dies folgt aus der
Eindeutigkeit des schwachen Grenzwerts, siche Kapitel 2, genauer Satz 2.20 und die Bemerkung
danach. Denn fiir o | 0 gilt Z;, — X; punktweise, und mit dominierter Konvergenz folgt
[ fdPZie — [ fdPXi fiir jede stetige und beschrinkte Funktion f: R¥ — R.

Es bleibt also g1,, = g2, fiir alle 0 > 0 zu zeigen. Es gilt

1
2

Die Exponentialfunktion im Integranden ist die charakteristische Funktion von Y]/, an der
Stelle @ — u, vergleiche (1.5) und Lemma 1.7. Mit oY1/0 (x—u) = Jpr ei(m_“)Tyfl/o(y) dy
gilt also

_%%(m—u)—r(m—u) PXj (du)

2mo?)k
. o2
RF (271.02)19 RF (271./02)1@

_ —iuTy pX; i2Ty— 2y Ty
g (/Rk ¢ P (du)) (2m)k ¢ ’ dy.
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wobei wir im letzten Schritt den Satz von Fubini verwendet haben; der Integrand ist durch
die integrierbare Funktion e~7°¥"¥/2 beschriinkt. Das innere Integral ist %X/ (—y) und nach
Voraussetzung unabhéngig von j. Damit folgt ¢1,(x) = g2,(x) fir alle x € Rk, also
P%1o = P%20 fiir alle o > 0, und nach der Voriiberlegung PX1 = PX2, 0

Korollar 1.9 (Unabhéngigkeit). Fir j =1,...,n sei X; eine Zufallsvariable mit Werten in
(R¥i, B(R¥3)). Dann gilt: X1, ..., X, sind genau dann stochastisch unabhingig, wenn

Beweis. ,,=*“: Dies folgt durch wiederholte Anwendung von Lemma 1.7.

»<“ Nach Lemma 1.7 ist (¢1,...,%,) — [[j—; ©%Xi(t;) die charakteristische Funktion der
unabhéngigen Kopplung ®§‘:1 PXi der WahrscheinlichkeitsmaBe PX1, ... PX». Insbesondere
gilt dann nach Satz 1.8

n
PX1,Xn) _ ® PXi,
j=1

und somit sind X7, ..., X, stochastisch unabhéngig. O

Definition 1.10 (k-dimensionale Normalverteilung). Eine Zufallsvariable X mit Werten in
(R¥, B(R¥)) und charakteristischer Funktion

o X (t) = olt ' H ot St fiir alle t € R¥, (1.14)

wobei g € R¥ und S eine positiv semidefinite symmetrische k x k-Matrix ist (das heift,
x' Sz > 0 fiir alle © € R¥), heifit k-dimensional normalverteilt mit Erwartungswert g und
Kovarianzmatrix S, kurz X ~ N (u, S).

Nach Satz 1.8 legt (1.14) die Verteilung von X eindeutig fest. Dass zu jedem Paar (u,.S)
eine solche Verteilung existiert, zeigt die folgende Konstruktion (2) mit B = S1/2,

Bemerkung. (1) Nur falls S positiv definit ist, das heiBt, falls z ' Sz > 0 fiir alle € R¥\{0},
besitzt X eine Dichte. Diese lautet

z L 3@ TS )
(2m)* det(S)

)

hier ist S~! definiert, da S positiv definit und somit invertierbar ist.

(2) Konstruktion. Seien Xi,..., X ~ N(0,1) unabhingig und identisch verteilt und
X = (Xy,...,X3)". Seien weiter g € R’ und B eine ¢ x k-Matrix. Dann gilt fiir
die Zufallsvariable

Y = BX +pu~N(u, BBY),

wobei BB positiv semidefinit ist, denn ' BBz = |[B"z|? > 0. Mit w = BTt gilt
namlich

¢Y(t> _ E[eitT(BX+u)] _ eitTuE[ei(BTt)TX] _ eitTp, SOX(BTt)
k
— it H o () = it TH o~ Zf=1u§/2 — oitTh—3uTu _ it e—%tTBBTt7
7j=1
wobei wir Korollar 1.9 und (1.4) verwendet haben. Insbesondere gilt

EY|=BEX]|+pu=p
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und
Cov(Y,Y)=E[(Y —u)(Y —pn)'] = BE[XX"|B" = BBT,

denn E[X;X;] =1 fur ¢ = j und E[X;X;] = 0 fiir i # j.

(3) Summen von Normalverteilungen. Seien X1 ~ N (u1,0%) und Xo ~ N (u2,03) stochas-
tisch unabhéngig. Mit Lemma 1.7 und (1.5) folgt

PUR () = (1) () = et o e,

und mit Satz 1.8 folgt X1 + Xo ~ N (1 + p2,07 + 03). Ebenso folgt aus (1.14): Fiir
c € RF und X ~ N (p, S) gilt

c' X ~N(c'u,c'Se), (1.15)

denn ¢ X (t) = X (tc) = el  re=(1/2)?e"Se Dahei verstehen wir unter A (m,0) das
Einpunktmaf §,,, im Einklang mit (1.3).

Satz 1.11 (Unabhingigkeit von normalverteilten Zufallsvariablen). Seien p € RF und
X = (X1,...,Xp)" ~N(u,S). Dann gilt

Xi,..., Xk sind stochastisch unabhingig <= S ist eine Diagonalmatriz. (1.16)

Beweis. Nach Korollar 1.9 gilt
k
Xi,oo Xpstu = oM@ ) = [ eY(y)  firalle ty,... 6, €R,
j=1

wobei ,,stu” fiir ,,stochastisch unabhéngig® steht. Hier gilt einerseits
pX(t) = et hotT St (1.17)
und andererseits, da X; ~ N (p;,S;;) nach (1.15) mit ¢ gleich dem j-ten Einheitsvektor,
k k
[T % (t;) = [ e 2% = it n=3tT deS)t fiir alle t € RY, (1.18)
j=1 j=1

Dabei bezeichnet diag(S) die Diagonalmatrix mit denselben Diagonaleintragen wie S. Folglich
gilt (1.17) = (1.18) fiir alle ¢ genau dann, wenn ¢ 'St = ¢ diag(S)t fiir alle t € R gilt. Da
beide Matrizen symmetrisch sind, ist dies durch Polarisierung dquivalent zu S = diag(S). O

Bemerkung. Aus (1.16) folgt wegen

S =E[(X — p)(X — )] = (Cov(X,, X,))

r,s=1,...,k’°
dass

X1, ..., X stochastisch unabhéngig <= Cov(X,,X,) =0 fur alle r # s,

das heifit, genau dann, wenn X1, ..., X paarweise unkorreliert sind. Dies gilt nur, weil der
Vektor X gemeinsam normalverteilt ist; im Allgemeinen folgt aus Unkorreliertheit keine
Unabhéngigkeit, siche Beispiel 0.12.
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Satz 1.12 (Zusammenhang zwischen charakteristischer Funktion und Momenten). Sei u ein
endliches Maf auf (R, B(R)) mit [ |x|™ p(dz) < oo fiir ein m € N. Dann ist die Abbildung

v: R—C, tr—>/em
R

m-mal differenzierbar mit gleichmajig stetiger und beschrankter m-ter Ableitung. Es gilt
o™ (0) = im/ 2™ p(dz). (1.19)
R

Ist speziell X eine reellwertige Zufallsvariable mit E[|X|™] < oo, so folgt fiir ihre charakteris-
tische Funktion ¢
o™ (0) = iME[X™]. (1.20)

Auflerdem gilt die Taylorentwicklung

- lt)TE X tw (m) (m) d 1.91

p(t) = (X" + ("™ (y) = ¢'"™(0)) dy, (1.21)
o (m—1)!

wobei das Integral fir t — 0 von der Ordnung o([t|™) ist.
Beweis. Zunichst ist ¢t — ¢l beliebig oft differenzierbar mit m-ter Ableitung ¢ — (iz)™el™®,
wobei |(iz)™el®| < |z|™. Wegen [ |x|™ u(dx) < oo hat die m-te Ableitung eine integrierbare
Majorante. Dasselbe gilt fir die r-te Ableitung, r < m, wegen |z|” < 1+|z|™ und da p endlich
ist. Mit dem Satz von Lebesgue, genauer dessen Anwendung zum Beweis der Vertauschbarkeit
von Integration und Differentiation, gilt

A0 = [ ()" p(da),
und insbesondere (™ (0) =i [ 2™ p(dz) und o™ (t)] < [|z|™ p(dz) < co. AuBerdem gilt
[+ 1) = 0] = | [ )7 (@ — ) ()| < [ Jofe — 1] ) 0
R h—0

mit dominierter Konvergenz, da |e"® —1| < 2; die Schranke hiingt nicht von ¢ ab. Die Gleichung
(1.20) folgt aus (1.19), und die Taylorformel ist die tibliche mit Integralrestglied. Fiir das

Restglied gilt | o ((t =)™ "/(m = 1))(0™ (y) — ¢™(0)) dy| < [t /msupyy <y [£"™ (y) —
o™ (0)] = o(|t|™) wegen der Stetigkeit von (™). O

Beispiel 1.13 (Hohere Momente der Normalverteilung). Fiir X ~ A(0,1) gilt X (t) = e=£*/2,

also (X)(™)(0) = i™E[X™] nach (1.20). Ein Vergleich der Taylorentwicklung (1.21) mit der
Potenzreihe e~#*/2 = Y nso(—1)"2"/(2"n!) liefert
0, m ungerade,
E[X™] = m!
W’ m gerade.

Satz 1.14 (Cramér-Wold-Technik). Sei (X, )nen, eine Folge von RF-wertigen Zufallsvaria-
blen. Dann gilt

D D ..
X, — Xy <= ¢ X,——c'Xy firalleceR"
n—00 n—0o0

Hier bezeichnet = die schwache Konvergenz (Konvergenz in Verteilung), die wir in
Definition 2.15 prézise einfithren; fiir reellwertige Zufallsvariablen entspricht sie der Konvergenz
der Verteilungsfunktionen in allen Stetigkeitspunkten wie in (1.11).
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Beweis. Der Beweis folgt spéter. O

Satz 1.15 (Zentraler Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy [Lin22, Lév25]). Seien (X, )nen
unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in (R, B(R)) und E[X;] =
€ R, Var[X;] = 02 € (0,00). Dann gilt

1 n
V(3 Xi—p) o N(0.0%),
i=1
das heifst,

xT 1/,2

P(ﬁ(% ;Xi - u) < ZL‘) — . \/2;7 e 202 du fir alle x € R. (1.22)

n—o0

Bemerkung. Die Konvergenz in (1.22) ist sogar gleichméfBig in x.

Beweis. Sei ¢ die charakteristische Funktion von X; — u. Nach Satz 1.12, Gleichung (1.21)
mit m = 2, gilt die Taylorentwicklung

2 2

(1) = 9l0) HEELX) — 1~ E[(X1 = )] +0(t2) = 1 = Fo* +o(#).
=1 =0 —g2

Aber nach Lemma 1.7, angewandt auf die unabhéngigen Zufallsvariablen (X; — u)/+/n, gilt

n  X;— n X;— . o\t t
i ﬁu (t) _ izl_llsp \/HM (t) _ E[el(xl M)\/tﬁ}” — ¢<\/ﬁ>n
t2 t2\\" _ 202
SO e

denn es gilt (1 — a,/n)" — e~ 9, falls a, — a (einfache Ubung). Hier ist a, = t202/2 +
no(t?/n) — t20%/2 fiir festes t; die a, sind im Allgemeinen komplex, und die Aussage
der Ubung gilt auch fiir komplexe Folgen. Da e~t"0*/2 pach (1.5) die charakteristische
Funktion von N(0, 0?) ist, folgt die Behauptung aus dem Stetigkeitssatz, Satz 1.6. Da die
Verteilungsfunktion von N (0,02) stetig ist, gilt (1.11) dabei fiir alle z € R. O

Satz 1.16 (Diskrete Fourier-Inversionsformel). Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Z
und sei X die zugehorige charakteristische Funktion. Dann gilt fir alle k € Z

P(X = k) ! / e R (1) dt. (1.23)
(_71—7”]

T o

Beweis. Es gilt p* (t) = > jez eP(X = j). Mit dem Satz von Lebesgue folgt

/ e_itkng(t) dt = / e 1k lim Z eitjP(X =j)dt
(—m,m] (=]

n—oo

jilil<n
—lm Y B(X =) /(_m ¢Ht=h) g
j: ljl<n :
=Y P(X =j)2n1{j =k} =2nP(X = k).
JEZ

Die Vertauschung von Limes und Integral ist durch dominierte Konvergenz gerechtfertigt,
denn fiir alle n gilt

’e—itk Z e‘”]P’(Xz])’S Z [P(X:])Sl und /( }1dt:27T<OO.

J:ljl<n it ljl<n
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Fiir das verbleibende Integral gilt im Fall j = k einfach f(—mr] 1dt =27, und im Fall j # k
™ 1

. 1 o
R g = L ggm[T L
Joon G-R° T iG-R

Korollar 1.17 (Charakterisierung von endlichen Maflen). Jedes endliche Maf$ p auf Z ist
durch die Werte

oim(i—k) _ efiﬂ(jfk)> =0. O

Joan, e nm
eindeutig festgelegt.

Dies folgt aus Satz 1.16, angewandt auf das normierte Mafl p/u(Z), sofern p # 0; der
Beweis von (1.23) verwendet nur die Endlichkeit des Mafles.

Satz 1.18 (Allgemeine Inversionsformel). Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit charak-
teristischer Funktion w. Dann gilt fir alle a < b

' T o—ita _ o—ith 1
Jim /_T CC(t) dt = P(X € (a,h)) + 5P(X € {a,b)). (1.24)

Bemerkung. Die Existenz des Grenzwerts ist Teil der Aussage.

Beweis. Sei

T e—ita _ o—ith .
Ir — / Sl / ot PX (dz) dt.
-T it R

Wegen (e~ i@ — e~itb) /(it) = ;’ e % dy ist dieser Bruch betragsméfig durch b — a beschrinkt.
Nach dem Satz von Fubini gilt daher

T Lit(z—a) _ Lit(z—Dd)
IT:// ¢ — ¢ @t PX(de).
RJ-T it

Wir schreiben e(#=%) = cos(t(z—a))+isin(t(z—a)) und ebenso fiir b. Wegen cos(s) = cos(—s)
ist t — (cos(t(z — a)) — cos(t(x — b)))/t ungerade, sein Integral iiber [—T,T] verschwindet
also. Wegen sin(—s) = —sin(s) ist ¢ — sin(tf)/t gerade. Es folgt

I — /R{/T sin(t(z — a)) dt—/T sin(t(z — b)) dt} PX(d)

-T t _T t

=R(z—a,T)
= / (R(z — a,T) — R(z — b,T)) PX(dx).
R
Nun gilt mit der Substitution x = 6t
T
R(0,T) = 2 /
0

wobei sgn(f) = 1 fiir § > 0, sgn(f) = —1 fir § < 0 und sgn(0) = 0. Das letzte Integral
konvergiert fir 7' — oo gegen 7/2 (Integralsinus). Daraus folgt

sin 710l sin

dz = ZSgn(H)/ x,

T 0 T

2, a<zx <b,
R(zx —a,T)— R(x —b,T) —— {7, x=a oder x =b,
T—00
0, =xz<aoderz>b,

siehe Abbildung 1.2. Da y — [J(sinz/z) dx stetig ist und fir y — oo konvergiert, ist sie auf
[0,00) beschrankt; also ist |R(z — a,T) — R(x — b,T)| gleichméaBig in  und T beschrankt.
Mit dominierter Konvergenz folgt

%IT —— PY((a.b) + %PX({% b}). -
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a b

Abbildung 1.2.: Die Funktion z — (1/(27))(R(z — a,T) — R(x — b,T)) fir a = -1, b =1
und 7" = 4 (hellgrau), 7' = 15 (dunkelgrau) sowie ihr Grenzwert fur 7" — oo
(schwarz). Der Wert 1/2 an den Randpunkten erkldrt den Term (1/2)P(X
{a,b}) in (1.24).

Satz 1.19 (Satz von Riemann-Lebesgue). Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit cha-
rakteristischer Funktion X . Dann gilt:

(i) Ist o~ integrierbar iiber R, so besitzt PX die Lebesque-Dichte

1 [
fx(x) = 2—/ e X (t) dt, x €R.
T J—00

(ii) Besitzt PX eine Dichte fx, so gilt

X (t) = /Reimfx(a:) dz —— 0.

[t|—o0

Beweisideen. Zu (i): Wir leiten (1.24) ab und wéhlen dazu a = x und b = = + h. Mit
dominierter Konvergenz gilt

1 /T 1 ;
li li - = (a—ite —it(z+h) — i 7/ li / e~ ity X
i oz [ = = i o [ g [ e 0
T 1 —itx X
= Jim [ e (0= fx (@),

wobei der letzte Grenzwert existiert, da ¢~ integrierbar ist. Als Majorante dient dabei
||, denn |(1/h) [ x+h e W dy| <1 und [° |p¥(¢)]dt < co. Genauer zeigt die Rechnung
zusammen mit (1. 24) Die linke Seite von (1 24) ist fir a = x, b = x + h betragsméfBig
héchstens (h/(27)) [ |¢*|dt, also hat P¥X keine Atome, und die Verteilungsfunktion F von
X erfillt (1/h)(F(xz+ h) — F(z)) = fx(z) fir A | 0. Da fx nach dem Satz von Lebesgue
stetig ist, ist F stetig differenzierbar mit Ableitung fx, und fx ist eine Dichte von P¥X.

Zu (ii): Sei zunichst fx stetig und ¢ # 0. Mit der Substitution z + 2 + 7/t und ™ = —1
gilt

X (t) = /Reit:rfx(x) dz = /Reitxeifrfx (a; + %) de = — /Reitfo (x n %) do.

Durch Mittelung der beiden Darstellungen folgt

Pt =5 [ (fxla) — fx(o+ 7)) da

also

O < 5 [[|fe@) - gx (47| @
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Der Integrand konvergiert fiir [t| — oo wegen der Stetigkeit von fx fir jedes x gegen 0. Dass
auch das Integral gegen 0 konvergiert, folgt allgemein aus der Stetigkeit der Translation in L!:
Fiir jede integrierbare Funktion f gilt [ |f(z) — f(x + s)|dx — 0 fiir s — 0; dies sieht man
durch Approximation von f durch stetige Funktionen mit kompaktem Trager. Insbesondere
ist die Stetigkeit von fx hier gar nicht nétig.

Alternativ kann man zu (ii) wie folgt argumentieren: Ist fx differenzierbar mit integrierbarer
Ableitung f%, so gilt mit partieller Integration fiir [¢| > 0

‘/Reitfo(x) dx’ < ‘fX(ﬂf)lteim

i

%) 1 . 1
[+ [ g ti@de| <04 o [ Ifx@ldz —o0,
—00 R 1t ‘t‘ R

[t] =00

denn aus der Integrierbarkeit von fx und f% folgt fx(z) — 0 fiir || — occ. O
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2. Konvergenz von Zufallsvariablen

Zu diesem Kapitel vergleiche man [Klel3, Kapitel 6 und 13] sowie [Bil99].

2.1. Konvergenzbegriffe

Seien (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Xy, Xi,... Zufallsvariablen mit Werten
in einem vollstdndigen, separablen metrischen Raum (S, d), einem sogenannten polnischen
Raum, zum Beispiel S = R, S = R* oder S = C[0, 1]. Wir statten S mit der Borel-o-Algebra
B(S) aus, welche sich aus der Metrik ergibt: Die Metrik erzeugt die offenen Mengen, und
diese erzeugen die Borel-o-Algebra. Die offenen Mengen erzeugen zudem, als topologischer
Raum, einen Konvergenzbegriff: Eine Folge (z,)neny C S konvergiert genau dann gegen
x € S, wenn d(zp,x) — 0 fir n — co. Ein wichtiger Spezialfall sind normierte Rédume mit

d(z,y) = |z =yl

Definition 2.1 (Fast sichere Konvergenz). Eine Folge (X,,)nen von Zufallsvariablen mit
Werten in S konvergiert P-fast sicher (f.s.) gegen eine Zufallsvariable X, falls

Man schreibt X, — Xy f.s.

Bemerkung 2.2. Stets gilt A = {w: X, (w) = Xo(w)} € F, denn

A= U N {o dXaw) Xow) < 7},

keNmeNn>m

::An,k

und es gilt A, € F, da S separabel ist, siche [Klel3, Lemma 6.1]. Fiir separables S gilt
namlich B(S x S) = B(S) ® B(S), sodass (X,,, Xo) messbar in S x S und damit d(X,,, Xo)
eine reelle Zufallsvariable ist. Also gilt

Xn = Xofs. <= P(A) =1 < P(A°) =0 < P({w: X,(w) A Xo(w)}) =0

= P(J N U {w: dXnw), Xow)) > %}) =0

keNmeNn>m

= P U {w: dXaw), Xow)) > %}) =0 firalle ke N.

meNn>m

Lemma 2.3 (Eindeutigkeit des f.s. Grenzwerts). Gilt X,, — Xy f.s. und X,, — Yy f.s., so
folgt Xo = Yo f.s., das heifit, P{w: Xo(w) = Yp(w)}) = 1.

Beweis. Es gilt
{w: Xo(w) # Yo(w)} C{w: Xn(w) A Xo(w)} U{w: Xy(w) # Yo(w)},

und beide Mengen auf der rechten Seite haben Wahrscheinlichkeit 0. O
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Lemma 2.4 (F.s. Konvergenz unter stetigen Abbildungen). Gilt X,, — Xy f.s. und ist
f: 8 — 8 stetig, wobei S’ ein weiterer polnischer Raum ist, so gilt

foXy, —— foXy fs.
n—oo

Beweis. Wegen der Stetigkeit von f gilt {w: f(X,(w)) 4 f(Xo(w))} C {w: Xp(w) 4
Xo(w)}. ]

Beispiel. (i) Da f: R? = R, (2,9) — x + vy (oder & — y oder z - y) stetig ist, gilt: Aus
X, — Xofs.und Y, — Yy f.s. folgt X,,+Y,, = Xo+Y) f.s. Dabei wenden wir Lemma 2.4
auf (X,,,Y,) — (Xo,Yo) f.s. in R? an; dies gilt, da der Schnitt zweier Ereignisse mit
Wahrscheinlichkeit 1 wieder Wahrscheinlichkeit 1 hat.

(i) Da f: RF - R, (x1,...,25) — max(x1,...,2;) (oder min) stetig ist, gilt: Aus
Xn,l
X, = . — Xy fs.

: n—oo

Xn,k

folgt
max (X, ;j:j=1,...,k) —= max(Xo;:j=1,...,k) fs.

n—oo

Satz 2.5 (Charakterisierung von f.s. Konvergenz). Sei (Xp)nen eine Folge von Zufallsvaria-
blen. Dann gilt

Xn — Xo f.5. = %i_r)noo]P’(sup d( Xy, Xo) > 5) =0 firallee > 0.

n>m

Beweis. Es gilt
P(sup d(Xn, Xo) > €) =P( |J {d(Xn, Xo) > £})

n=m n>

konvergiert fiir m — oo wegen der Stetigkeit von Maflen von oben gegen
IP’( N U {d(X,, Xo) > 5}) — ..
m>1n>m

Nun gilt g. = 0 fiir alle € > 0 genau dann, wenn X,, — Xy f.s., nach Bemerkung 2.2. Dabei
ist es unerheblich, ob dort > ¢ oder > 1/k steht, da beide Bedingungen fiir alle ¢ > 0
beziehungsweise alle k € N gefordert werden. O

Satz 2.6 (Cauchy-Kriterium fir die f.s. Konvergenz). Sei (X, )nen eine Folge von Zufallsva-
riablen. Dann gilt

n%i_{nooP(sup d( X, X)) > 6) =0 fiurallee >0

n>m

genau dann, wenn eine Zufallsvariable Xy auf (Q, F,P) mit Werten in S existiert, sodass
X, — X() f.S.

Beweis. ,,<=*“: Mit der Dreiecksungleichung und P(X +Y > ¢) <P(X > ¢/2) +P(Y > ¢/2)
gilt

0 < P(sup d(Xp, Xpn) > ¢) < P(sup d(Xy, Xo) + d(Xom, Xo) > ¢

n>m n>m
3
< 2IP’(:121§1 d(Xn, Xo) > 5) penall
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wegen Satz 2.5.
,2=“ Flir n € N setzen wir

Y, == sup d(Xy, Xi).
lk>n

Dann ist (Y;,)nen eine fallende Folge von Zufallsvariablen mit Werten in [0, co]. Fiir alle € > 0
gilt
P(sup [Ya| > ) = P(Yin > &) < P( sup d(Xp, X) + sup d(Xp, X) > <)
n>m L,k>m 0 k>m

< 2P(sup d(Xn, Xpn) > =) —— 0

n>m 2/ m—oo

nach Voraussetzung. Also gilt Y;, — 0 f.s. wie in Satz 2.5. (Direkt: P(N,,,{Ym > 1/k}) <
inf,, P(Y,, > 1/k) = 0 fur alle k € N.) Das heift, es existiert ein N € F mit P(N) = 0 und

sup d(Xy(w), Xp(w)) —— 0 fiir alle w € N°.

0,k>n n—o0

Damit ist (X, (w))nen eine Cauchy-Folge fiir alle w € N¢. Da S vollsténdig ist, existiert ein
s(w) € S mit X, (w) — s(w) fiir n — oco. Fiir ein beliebiges sy € S definieren wir

Xo(w) = s(w)l{w € N} + sol{w € N}.

Als punktweiser Grenzwert messbarer Abbildungen auf N¢ ist X messbar. Dann gilt X,,(w) —
Xo(w) fiir alle w € N€¢, also X,, — Xy f.s. O

Definition 2.7 (Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit). Wir sagen, X, konvergiert fiir n — oo
nach Wahrscheinlichkeit (auch stochastisch) gegen Xy, falls

nangOP({w: d(Xp(w), Xo(w)) >e}) =0 fiir alle e > 0,

=P(d(Xn,X0)>¢)

und schreiben X,, —— Xy n.W.
n—oo

Bemerkung. Fir unabhéingige und identisch verteilte reelle Zufallsvariablen X1, Xo,... mit
E[X1] = ¢ € R und Var[X;] = 02 < o gilt

1

n
ZXi —— E[X;]=pu fs. (starkes Gesetz der grofien Zahlen)
n n—00

i=1
und

1 n

— Z Xi ——p nW. (schwaches Gesetz der grofien Zahlen).

n i1 n—oo
Fiir das schwache Gesetz der groflen Zahlen geniigt die paarweise Unkorreliertheit, siehe
Satz 0.14.

Bemerkung 2.8. (i) Mit Satz 2.5 folgt
X,—>Xofs. = X,— XonW,

denn P(d(Xy,, Xo) > €) < P(sup,,>,, d(Xn, Xo) > €). Die Umkehrung ist im Allgemei-
nen falsch, siehe das folgende Beispiel.

(ii) Ist Xo = s € S konstant, so kann die Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit auch fiir
Zufallsvariablen auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsrdumen erklart werden, denn
P(d(X,,, s) > €) hiangt nur von der Verteilung von X,, ab.
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Beispiel (Wandernde Indikatoren). Seien (€2, F,PP) = ([0, 1], B([0, 1]), Lebjg ;1) und fiir n =
2/ +4imit j € Ngund i € {0,...,2/ — 1}

Xn = Ljo-i (i41)2-4)

Dann gilt P(|X,| > ¢) <277 — 0 fiir n — oo, also X;, — 0 n.W. Andererseits durchliuft das
Intervall fur jedes feste j ganz [0, 1], siche Abbildung 2.1; fir jedes w gilt also X, (w) = 1 fiir
unendlich viele n und X,,(w) = 0 fiir unendlich viele n. Insbesondere konvergiert (X, (w))nen
fiir kein w.

N -
L
X, X5 ! Xs 1 X7
i iR — 1 — T —_—
; ; ; ;

Abbildung 2.1.: Die wandernden Indikatoren X, ..., X7 auf [0, 1]. Die Tréger werden immer
kleiner (Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit gegen 0), iiberstreichen aber in
jeder Zeile ganz [0, 1] (keine f.s. Konvergenz).

Lemma 2.9 (Teilfolgenkriterium). Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent.
(i) Es gilt X,, — Xo n. W.

(i) Zu jeder Teilfolge (Xp, )ren von (Xn)nen existiert eine Teil-Teilfolge (Xp, )men von
(Xnk)kEN mit Xnkm m Xo fs.

Beweis. (i) = (ii): Sei (X, )ken eine Teilfolge von (X, )nen. Fiir alle ¢ > 0 gilt nach
Voraussetzung limy_, o, P(d(Xy, , Xo) > €) = 0. Wir wéhlen eine streng monoton wachsende
Folge (km)men wie folgt:

1 1 "
IP’(d(Xnkm,Xo) > E) < poec fir alle m € N.

Sei nun £ > 0 und my € N mit 1/mgy < e. Dann gilt fir alle m > my

P(sup d(X,,,, Xo) > £) < IP( U {d(Xn,,, Xo) > €}) < Z P(d(Xn,,  Xo) > 1)

>m 4
oo
< —_ —
- (Z {2 m—oo
=m

da Y451 72 < co. Nach Satz 2.5 folgt X, ~— Xo f£s. fiir m — oo.
(ii) = (i): Seien € > 0 und ay,, == P(d(X,, Xo) > €). Wir verwenden das Teilfolgenkriterium
fiir reelle Folgen (an)nen: Es gilt a, — a genau dann, wenn zu jeder Teilfolge (an, )ren
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eine Teil-Teilfolge (anke) ¢eN mit Qny,, — @ existiert. Da f.s. Konvergenz die Konvergenz nach
Wahrscheinlichkeit impliziert, Bemerkung 2.8 (i), gilt

X, — Xgfs. — X, — Xon.W.,
WANVENSS WSS

also Ony, — 0. Somit gilt a, — 0, also X, — Xo n.W. O
Bemerkung 2.10. Mit Lemma 2.9 gelten

(1) Lemma 2.3 (Eindeutigkeit des f.s. Grenzwerts) auch fiir den Grenzwert nach Wahr-
scheinlichkeit und

(2) Lemma 2.4 (f.s. Konvergenz unter stetigen Abbildungen) auch fiir die Konvergenz nach
Wabhrscheinlichkeit.

Satz 2.11 (Satz von Pratt, Sandwich-Folgen). Seien (Xy,)nen, (9n)neny und (Gp)nen Folgen
von Zufallsvariablen auf (Q, F,P) mit Werten in (R, B(R)). Es gelte:

(i) Xp — Xo n.W., gn — go n.W. und G,, - Gy n.W.;
(ii) gn < Xp < Gy, f.s. fiir allen € N;

(743) (Xn)neN, (9n)neN, (Gn)nen, go und Go sind integrierbar mit
/gndP%/godP und /GndIP%/GOdIP’.

Dann ist X integrierbar, und es gilt [ X, dP — [ Xy dP.

Bemerkung 2.12 (Satz von Lebesgue unter Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit). Wir erhalten
den folgenden Spezialfall von Satz 2.11. Seien (X,,),en eine Folge integrierbarer Zufallsva-
riablen und Gy eine integrierbare Zufallsvariable auf (2, F,P) mit Werten in (R, B(R)). Es
gelte

(i) Xn — Xo n.W. (nicht notwendig f.s.) und
(i) |Xn| < Gp f.s. fur alle n € N.

Dann ist X integrierbar, und es gilt [ X, dP — [ XodP. Zur Anwendung von Satz 2.11
wéahlen wir G,, = Gg und g,, = —Gy.
Hinweis: Es gilt genau dann P(|X,,| < Gy) =1 fur alle n € N, wenn

P(|X,] < Gy fiir alle n € N) = 1.

Denn die Mengen N, = {|X,| > Gp} sind genau dann fiir alle n Nullmengen, wenn
N = U,en N» eine Nullmenge ist (abzéhlbare Vereinigung).

Beweis von Satz 2.11. Nach Lemma 2.9 (Teilfolgenkriterium) existiert zu jeder Teilfolge
(nk)ken eine Teil-Teilfolge (ng, )sen, sodass die zugehorigen Zufallsvariablen f.s. konvergieren.
Dazu wenden wir Lemma 2.9 nacheinander auf (X,,), (g,) und (G,) an und gehen jeweils
zu einer weiteren Teilfolge iiber. Fiir diese Teil-Teilfolge gelten die Voraussetzungen von
Satz 2.11 sogar f.s., das heifit, fiir alle w € N€ fiir ein N € F mit P(N) = 0, wobei wir alle
Zufallsvariablen auf N gleich null setzen. Insbesondere bleiben dabei die Integrale unverédndert.
Es gilt

XnkZ — X, Y, 7~ 90 und G

— Gy f.s.
£—00 £—00

e g oo
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Insbesondere folgt aus (ii), dass go < Xo < Gp, und daher E[| Xy|] < E[|go|] + E[|Go]] < oo.
Wir erinnern an das Lemma von Fatou: Fiir eine Folge (f,,)nen messbarer Funktionen mit
fn >0 fiir alle n auf einem Mafiraum (€2, F, 1) gilt

/hnnl)io%f frndu < I%Lnl)ior.}f/fn dp.
Angewandt auf f, = Xnke —9ny,, 20 folgt

wobei wir im letzten Schritt E[gy, | — E[go] verwendet haben. Also gilt
E[Xo] < ligiogfIE[Xnkl].
Ebenso erhalten wir mit G,, — X, > 0 anstelle von X,, — g,

limsup E[X,, | < E[Xo],

l—00

also limy—.o E[Xp, | = E[Xo]. Mit dem Teilfolgenkriterium fiir reelle Folgen folgt daraus
limy o0 E[Xn] = E[Xo]. 0

Definition 2.13 (Stochastische Aquivalenz). Zwei Folgen (X, )nen und (Yy,)nen von Zufalls-
variablen auf (Q, F,P) mit Werten in (S, B(S)) heiflen stochastisch dquivalent, falls

lim P(d(X,,Y,) >¢) =0  firallee > 0.

n—oo

Beispiel 2.14. Scien (Z,)nen Zufallsvariablen mit Werten in (R, B(R)) und E[Z,] = p € R
sowie Var[Z,] < oo fiir alle n € N. Dann gilt fiir alle ¢ > 0 mit der Markov-Ungleichung

1 n

= > El(Zi— (2 — )]

P(‘;ijzl —u’ > 6) < ;E[(Zn:(zz _N))Q} = n2

i=1 i,j=1

:COV(ZZ'7ZJ')

Sind die Z,, paarweise unkorreliert, so gilt

1 n
IP’(‘E > I:Zi—u‘ >¢) <
1=

Gilt zusitzlich (1/n?) > " Var[Z;] — 0 fiir n — oo, so folgt (1/n) X", Z; — p n.W. Gilt
sogar Var[Z,| < K fiir alle n und ein K > 0, so folgt

1 n
Var|Z;|.
2z 3 VarlZ]

1 n 2aK .
P(na’n;Zi—,u‘>€> Snn€2 m() flir a € [0,%).

Fiir o = 1/2 und unabhiingige, identisch verteilte Z; mit Var[Z;] = 02 < oo gilt dagegen
nach dem zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg—Lévy, Satz 1.15,

€T 2

e 307 dy fir alle z € R.

P(\/lﬁ iil(zi —p) < 9:) —

—c0 V2mo?

Wir betrachten diesen Konvergenzbegriff nun genauer.
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Definition 2.15 (Schwache Konvergenz). Sei (X, )nen, eine Folge von Zufallsvariablen auf
(Q, F,P) mit Werten in (5, B(S)). Wir sagen, X,, konvergiert schwach gegen Xy, in Zeichen
Xn 2> Xy, wenn
/ FAPXn / FAPXO  fiir alle f € Cy(S).
S S

n— o0

Dabei bezeichnet Cy(S) die Menge der stetigen und beschriankten Funktionen f: S — R;
diese sind insbesondere messbar.
Bemerkung 2.16. Die schwache Konvergenz ist ein Konvergenzbegriff fiir die Verteilungen
(PX),,en, deshalb schreibt man auch P*» D, pXo,

Um Eigenschaften der schwachen Konvergenz zu untersuchen, benétigen wir zwei Hilfsaus-

sagen aus der Mafitheorie.

Lemma 2.17 (Sandwicheigenschaft). Seien S ein metrischer Raum mit Metrik d und P ein
Wahrscheinlichkeitsmaf auf (S, B(S)). Dann gilt: Fir alle B € B(S) und alle € > 0 existieren
eine offene Menge G C S und eine abgeschlossene Menge F C S mit

FcBcCG und P(G\F) < e. (2.1)
Hieraus folgt
P(B) = sup{P(F): F C B abgeschlossen} = inf{P(G): B C G offen}.
Beweisidee. Fr 6 > 0 ist G5 = {s € S: d(s,B) < 0} offen. Ist B abgeschlossen, so gilt
Gs | B fir § | 0 und damit P(Gs) — P(B). Das heifit, (2.1) gilt fir F' = B C Gs,, wenn
dp > 0 klein genug ist. Setzt man G := {B € B(S): (2.1) gilt}, so kann man zeigen, dass G

eine o-Algebra ist, die alle abgeschlossenen Mengen in B(.S) enthélt. Die abgeschlossenen
Mengen erzeugen jedoch B(S), und damit gilt G = B(S). O

Lemma 2.18 (Straffheit von Wahrscheinlichkeitsmafien). In der Situation von Lemma 2.17,

wobei S zusdtzlich polnisch set, gilt: Fir alle e > 0 existiert eine kompakte Menge K. C S

mit P(K:) > 1 —e. Man sagt, P ist straff (englisch tight). Fir jedes B € B(S) gilt sogar
P(B) = sup{P(K): K C B kompakt}.

Beweisidee. Fiir S = R* und Ky = [~ M, M]¥ gilt Kj; 1 R* fiir M — oo, und die Aussage

folgt aus der Stetigkeit von Maflen. O

Satz 2.19 (Approximation durch stetige Funktionen). Seien F' C S abgeschlossen und € > 0.
Dann existiert eine Abbildung f € Cy(S) mit

flx)=1 fiir alle x € F,
flx)=0 fiir alle x € S mit d(x, F) > ¢,
0< f(x) <1 fur alle x € S.

Die Abbildung f kann sogar gleichmdjSig stetig gewdhlt werden.

Beweis. Wir definieren

1, t<0,
et)=q1—t, 0<t<l, (2.2)
0, t>1.

Dann hat die Abbildung f: S — [0,1], z — f(z) = ¢((1/e)d(x, F)), die gewiinschten
Eigenschaften, sieche Abbildung 2.2. Da x +— d(z, F') Lipschitz-stetig mit Konstante 1 und ¢
Lipschitz-stetig mit Konstante 1 ist, ist f Lipschitz-stetig mit Konstante 1/¢, also insbesondere
gleichméfig stetig. O
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0<f<1- N f=0
T N
\ '\ g
t \
1 IS

Abbildung 2.2.: Links: die Funktion ¢ aus (2.2). Rechts: Die Funktion f = ¢(d(-, F')/e) ist
gleich 1 auf F', gleich 0 aulerhalb der e-Umgebung von F (gestrichelt) und
fallt dazwischen linear im Abstand zu F ab.

Satz 2.20 (Eindeutigkeitssatz der schwachen Konvergenz). Seien P und Q zwei Wahrschein-
lichkeitsmafe auf (S,B(S)) mit

/deP’:/fdQ fiir alle f € Cy(S).
S S
Dann gilt P = Q.

Beweis. Wegen Lemma 2.17 geniigt es, P(F) = Q(F) fir alle abgeschlossenen Mengen F' C S
zu zeigen. Mit ¢ wie im Beweis von Satz 2.19 und

fn(z) = p(nd(z, F)) fir allen € N
gilt fr, € Cp(S) und f,, | 1p fiir n — oo. Fur x ¢ F gilt ndmlich d(z, F) > 0, da F
abgeschlossen ist, und somit f,(x) =0 fir n > 1/d(z, F'). Mit dem Satz von Lebesgue folgt

P(F) = / 1pdP = lim / fudP = lim / F2dQ = Q(F),
wobei wir im dritten Schritt die Voraussetzung verwendet haben. 0

Insbesondere ist der schwache Grenzwert eindeutig: Gilt X, o, Xo und X, o, Yo, so folgt
PXo = P¥o.

Bemerkung. Mit dieser Aussage kénnen Sie nun zur Ubung den fehlenden Beweisschritt im
Beweis von Satz 1.8 (Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen) ergénzen.

Definition 2.21 (Straffheit). Eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen (P, )nen auf (S, B(.S))
heifit straff, falls fir alle € > 0 eine kompakte Menge K. C S existiert mit

Po(K.) >1—¢ fiir alle n € N.

Beispiel 2.22. Sei (Q, F,P) = ([0, 1], B([0, 1]), Lebyg ;). Wir definieren fiir n € N

1+, Low<i,
Xon: [0,1] = R, w— n . 2 ,
—(1+5;), 0<Sw<3,
und
1 1
1+m, 0§OJ<§,

X2n+1: [0, 1] — R, W = 1 1
—(1+ 2n+1)> gswsl

Hier ist also (S,B(S)) = (R, B(R)), siehe Abbildung 2.3. Die Folge (X, (w))nen konvergiert
fiir kein w, also konvergiert (X,,) nicht f.s. Aber fir alle f € Cp(R) gilt

/fd]P’X":;(f<1+i)+f(—<1+i))), (2.3)
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da P = (1/2)(8141/n + 0_(1+1/m)), Wobei das Gewicht fiir gerade und ungerade n auf
verschiedenen Teilen des Wahrscheinlichkeitsraums liegt. Wegen der Stetigkeit von f gilt

(2:3) o S () + f(-1) = [ Fap¥

n—oo 2

1
Xo:[0,1] = R, wb—>{ ’

Also gilt X, L, Xo. Hier gilt aber Leb(| X2, — Xo| > 1/2) = 1 fiir alle n, also konvergiert X,
nicht nach Wahrscheinlichkeit gegen Xj.

ffffffffffff X2n
| frEzE=====s
T T W
1/2 1
T — Xo
”””””” Xont1

Abbildung 2.3.: Die Zufallsvariablen aus Beispiel 2.22: X5, (durchgezogen, grau), Xo, 41
(gestrichelt) fiir n = 1,2,3 und X (schwarz). Die Werte springen zwischen
den beiden Hélften von [0, 1] hin und her, die Verteilungen konvergieren aber
gegen (1/2)(01 + 0—_1).

Wie bisher sei (5, d) ein metrischer Raum, versehen mit seiner Borel-o-Algebra B(S). Fir
x € Sund F C S bezeichnet d(x, F) = inf{d(z,y): y € F'} den Abstand von z zu F. Fir
B C S schreiben wir B fiir das Innere, B fiir den Abschluss und B = B \ B fiir den Rand
von B.

Das folgende Resultat stellt mehrere dquivalente Charakterisierungen der schwachen Kon-
vergenz aus Definition 2.15 zusammen.

Satz 2.23 (Portmanteau-Theorem, vgl. [Bil99, Theorem 2.1]). Seien (Py)nen, Wahrschein-
lichkeitsmafe auf (S, B(S)). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Bs gilt P, —— Py,
(it) Fir alle gleichmapig stetigen f € Cy(S) gilt [q f dPy — Jg fdPy.
(iii) Fir alle abgeschlossenen F' C S gilt limsup,,_, . Pp(F) < Po(F).
(iv) Fir alle offenen G C S gilt liminf, oo P, (G) > Po(G).
(v) Fir alle B € B(S) mit Po(0B) = 0 gilt lim,,_,o Py (B) = Py(B).
Eine Menge B € B(S) mit Py(0B) = 0 heiit Py-stetig oder Py-randlos.
Beweis. Wir zeigen (i)=-(ii)=-(iii)=(i) sowie (iv)<(iii)<(v).

(i)=(ii): Dies ist ein Spezialfall der Definition, da gleichmé&Big stetige Funktionen insbeson-
dere stetig sind.
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(ii)=-(iii): Sei F' C S abgeschlossen. Fiir ¢ > 0 ist G; == {x € S: d(z,F) < €} offen,
und es gilt G. | F fir € | 0, da F' abgeschlossen ist. Da Py stetig von oben ist, gibt es
zu jedem 0 > 0 ein € > 0 mit Po(G:) < Po(F') + 0. Mit der Funktion ¢ aus (2.2) setzen
wir f(z) == ¢((1/e)d(z, F)). Dann ist f gleichméaBig stetig, es gilt f(z) =1 fiir alle z € F,
f(z) =0 fir alle z € G¢ und 0 < f(x) <1 fur alle x € S. Also gilt

:/ fdPng/fdPn&/fdpoz/ fdPy < Po(G.) < By(F) + 6.
F S n—oo Jg Ge

Es folgt lim sup,,_, o Pn(F) < Po(F) + 0, und da § > 0 beliebig war, gilt (iii).
(iii)=(i): Sei f € Cp(S) gegeben. Wir zeigen zunéchst

limsup [ fdP, < / fdPo. (2.4)
S S

n—oo

Da f beschrankt ist und (2.4) unter Transformationen f +— af 4+ b mit a > 0 und b € R
erhalten bleibt, diirfen wir ohne Einschrankung 0 < f(x) < 1 fiir alle € S annehmen. Fir
k € N definieren wir die Niveaumengen

Fy o= {azeS:f(x)zé}, i=0,1,... k.

Alle F; sind abgeschlossen, da f stetig ist, und es gilt Fy = S sowie Fj, = 0. Mit B; == {x €
S:(i—1)/k < f(x) <i/k} = F;_1 \ F; gilt wegen f(x) € (0,1) fiir alle z € S und alle n € Ny

k . k.
1
S L Pu(B) < / fdP, <" LPB,(B;),  wobei Py(B;) = Pp(Fi1) — Pa(F),
ok S pril

siehe Abbildung 2.4. Fir die rechte Seite erhalten wir mit Fy = S und Fj, = ()

k k k k

%(Zmn(pi_l) - ZiPn(E)) = %(1 +3 (i + )P, (F) - Zmn(ﬂ-)) =+

=1 i=1 =1 i=1 =1

P, (F}).

=

| =

Eine dhnliche Rechnung fiir die untere Schranke liefert insgesamt

llfzi: /deP <= ZIP’

Mit (iii) gilt also fur alle k € N

hranjo%p/ fdpP, < 11{ — lerrgsolipP % llfzi:
;—I—/fd]P’g—>/fd]P’0,
also (2.4). Eine Anwendung von (2.4) auf — f liefert
I%LnigffgfdPn > /SdeP’O,

und daraus folgt [g fdP, — [q f dPo, also (i).
(iii)«(iv): Dies ergibt sich durch Bildung von Komplementen, da P,,(G) = 1 — P, (G°) gilt
und G genau dann offen ist, wenn G¢ abgeschlossen ist.
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(iii)=(v): Sei B € B(S) eine Py-stetige Menge. Dann gilt mit (iii) und der bereits gezeigten
Aussage (iv)

Po(B) > limsup P,(B) > limsup P,(B) > liminf P,,(B) > lim inf P, (B) > Po(B).

n—oo n—oo n—oo n—oo

o

Wegen Py(0B) = 0 gilt Po(B) = Py(B) = Py(B), und damit folgt (v).
(v)=-(iii): Sei F' C S abgeschlossen. Fiir alle § > 0 gilt

Hrxe S:d(x,F)<dé}Cc{xeS:dxF)=4d}

Die Mengen {z € S: d(z, F') = ¢} sind fiir verschiedene ¢ disjunkt, also kénnen hochstens
abzahlbar viele dieser Mengen positives Pp-Mafl haben (siehe Bemerkung 2.25). Deshalb gibt
es eine monoton fallende Nullfolge (0 )ren, sodass die Mengen Fy, := {x € S: d(x, F) < dx}
Po-stetig sind. Also gilt fiir alle k € N

lim sup P, (F) < limsup P, (Fy) & Po(F).

n—oo n—oo

Da F abgeschlossen ist, gilt Fy, | F' fur k — oo, also Py(Fy) — Po(F), und es folgt (iii). O

4/5
3/5 f
2/5
1/5

| |
| |
1 1
! !
! !
I I
| |
| |
L I

Fy={f =3/5}

Abbildung 2.4.: Approximation von [ fdP, durch die Niveaumengen F; = {f > i/k} im
Beweis von Satz 2.23, hier fiir k =5. Auf {(: —1)/k < f <i/k} = F,_1 \ F;
liegt f zwischen (i — 1)/k und i/k.

Bemerkung. Man bezeichnet die Klasse {A € B(S): Py(0A) = 0} als konvergenzbestimmend,
da aus P, (A) — Py(A) fiir alle Pp-randlosen A bereits Py, %) Py folgt.

Satz 2.24 (Konvergenzbestimmende Mengensysteme). Sei (Py,)nen, eine Folge von Wahr-
scheinlichkeitsmafen auf (S, B(S)). Sei ferner G C B(S) gegeben mit den folgenden FEigen-
schaften:

(i) Fiir alle A,B € G gilt ANB€g.
(ii) Zu jeder offenen Menge G C S gibt es A1, Az, ... € G mit G = U2, 4;.
(iii) Fir alle A€ G gilt P, (A) — Py(A).
Dann gilt P, ﬁ Py.
Bemerkung. Ist S separabel, so kann in Satz 2.24 die Bedingung (ii) ersetzt werden durch

(i) Fir allez € Sund allee > 0 gibt esein Ac Gmitz e Ac Ac {yeS:d(zy) <e}
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Beweis von Satz 2.24. Sei G C S offen. Nach (ii) gibt es A1, Ag,... € G mit G = U2, A;.
Wegen der Stetigkeit von Py von unten gibt es zu jedem & > 0 ein m € N mit Po(U/%; A;) >
Py(G) — e. Dann gilt

Po(G) — e < PO(G A;) = nlggopn(fj A;) < liminf P, (G).
=1 1=1

n—oo

Fiir die Gleichheit in der Mitte verwenden wir das Ein-Ausschluss-Prinzip, etwa fiir m = 2
]P)n(Al U Ag) = Pn(Al) + Pn(AQ) — Pn(Al M Ag)

Allgemein ist P, (Ui, A;) eine endliche Summe von Termen £P,(A4;, N--- N Ay, ); nach (i)
liegen alle diese Schnitte in G, und nach (iii) konvergiert jeder Term fiir n — oo gegen den
entsprechenden Term mit Py. Da € > 0 beliebig war, folgt lim inf,, o P,,(G) > Py(G), also
gilt Satz 2.23 (iv). O

Bemerkung 2.25. (i) Ist G C B(S) abgeschlossen unter endlicher Durchschnittsbildung, so
gilt dies auch fiir {A € G: A ist Pyg-randlos}, denn

(ii) Ist G = {A;: i € I} C B(S) eine Familie von Mengen mit paarweise disjunkten Réndern

0A;, so sind hochstens abzédhlbar viele Mengen aus G nicht Py-randlos. In der Tat,
setzen wir Iy, == {A € G: Py(0A) > 1/k}, so gilt

{A€G:Py(0A) >0} = |JIr und  #I; <k,
keN

wobei die Abschétzung #I; < k aus der Disjunktheit der Rénder und Py(S) = 1 folgt.

Satz 2.26 (Teilfolgenkriterium fiir schwache Konvergenz). Es gilt P, %) Py genau dann,
n oo

wenn es zu jeder Teilfolge (P, Jren von (Pp)nen eine weitere Teilfolge (Pp, )men gibt mit

P

N

%) Py, wobei Py nicht von der Wahl der Teilfolge abhdngt.
Beweis. Ubung. O

Satz 2.27 (Schwache Konvergenz und Verteilungsfunktionen). Wir betrachten S = R¥ mit

der Metrik d(x,y) = (Ele(xi —yi)?) 1/2; dieser Raum ist vollstindig und separabel. Sei
(Pp)nen, eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (RF, B(R¥)) mit Verteilungsfunktionen

Fu(x) =P,({y € RF: y < x}), x € R¥,
wobei y < & komponentenweise zu verstehen ist. Dann gilt
D .
Pn—— P <= F.(x) — Fo(z) fir alle x € C(Fy),
wobei C(Fy) = {x € R*: Fy ist stetig in x}.
Beweis. ,=*: Nach Satz 2.23 (v) gilt
Fo(z) = Pn((—oo,a:]) m PO((_OO’ w]) = Fy(z),

falls Py (9(—o0, x]) = 0 gilt. Dies bedeutet aber gerade, dass Fy stetig in @ ist.

»<“: Wir wollen Satz 2.24 benutzen. Fiir i = 1,...,k sei D; = {c € R: Py({x € RF: x; =
c}) > 0}. Die Hyperebenen {z; = c}, ¢ € R, sind paarweise disjunkt und abgeschlossen mit
leerem Inneren, also ist D; nach Bemerkung 2.25 hochstens abzahlbar. Wir setzen

g = {(a’b] CRk: a,bERk, az,bZ¢DZ furzzl,,k:}U{@}

Dann gelten die Voraussetzungen von Satz 2.24:
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(i) G ist durchschnittsstabil, denn der Schnitt zweier Quader aus G ist leer oder ein Quader,
dessen Eckkoordinaten unter denen der beiden Quader vorkommen.

(ii) Da die Mengen R\ D; dicht in R sind, gibt es zu jedem @ in einer offenen Menge G einen
Quader (a,b] € G mit € (a,b] C G und Eckkoordinaten aus einer festen abzdhlbaren
dichten Teilmenge von R\ D;; also ist G abzéhlbare Vereinigung von Mengen aus G.

(iii) Fiir (@, b] € G liegen alle Ecken v von (a, b] in C(Fp), da 8(—o0,v] C U {z; = v;}
cine Po-Nullmenge ist. Mit der Bezeichnung AYF fiir die alternierende Summe der
Werte von F' an den Ecken von (a, b] folgt

Pn((a,b]) = AbF, —= ALy = Po((a, b]).

Fir k = 2 ist dies, siehe Abbildung 2.5,
AL Fy = Fy(b1,b2) — Fa(b1, a2) — Fa(a1,b2) + Fa(ar, az),

und fiir allgemeines k ist A2 F,, das analoge Objekt.

Nach Satz 2.24 folgt P, o, Py. ]
n—oo
€2
byt
 (a.b)
ag + L 777777777
+ —
+ t X1
ai bl

Abbildung 2.5.: Der Quader (a,b] fiir & = 2. Seine Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus den
Werten der Verteilungsfunktion an den vier Ecken mit den eingezeichneten
Vorzeichen.

Bemerkung. (i) Wegen Satz 2.27 spricht man auch von Verteilungskonvergenz.
(ii) Die halboffenen Intervalle bilden eine konvergenzbestimmende Klasse.
(iii) Die Verteilungskonvergenz kommt beim zentralen Grenzwertsatz vor.

Satz 2.28 (Schwache Konvergenz gegen deterministische Grofien). Seien (X, )nen Zufallsva-
riablen auf (Q, F,P) mit Werten in (S,B(S)) und sei a € S. Dann gilt

. Yy . D
X,, —— a in Wahrscheinlichkeit <= PXr —— Oa,
n—00 n—00

wobei 0, das Punktmafl in a bezeichnet.

Beweis. Ubung. O

Satz 2.29 (Schwache Konvergenz und stochastische Aquivalenz). Gilt X, % Xo und ist
n—oo

(Xn)nen stochastisch dquivalent zu (Y, )nen im Sinne von Definition 2.13, so gilt Y, %) Xo.
n o
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Beweis. Ubung. O

Satz 2.30 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impliziert schwache Konvergenz). Seien
(Xn)nen, Zufallsvariablen mit Werten in (S, B(S)). Dann gilt

X, — Xy in Wahrscheinlichkeit — X, —2— X,.
n—oo n—oo

Beweis. Die Konvergenz X,, — X in Wahrscheinlichkeit bedeutet, dass (X}, ),en stochastisch
dquivalent zur konstanten Folge (Xo, Xp,...) ist. Diese konstante Folge konvergiert schwach
gegen X, da alle ihre Glieder die Verteilung PX0 haben; also folgt die Behauptung mit
Satz 2.29. O

Satz 2.31 (Satz von Slutsky). Seien (Xy)nen, und (Yn)nen Zufallsvariablen auf (2, F,P)
mit Werten in R*, und es gelte

X, L) Xo und Y, ——ac R* in Wahrscheinlichkeit.
n—o0 n—oo
Dann gilt
. D
(Z) Xn+Yn mX()‘i‘a,

(ii) Y, X, —— aT Xo.

Beispiel. Seien Xi, Xo,... unabhingig und identisch verteilt mit E[X ] = p € R und
Var[X1] = 02 € (0,00), und sei X,, == (1/n) XI"; X;. Dann gilt nach dem zentralen Grenz-
wertsatz, Satz 1.15,
L o #rdy  firalleseR
e 20 ir alle = ,
V2mo? Y

P(Va(X, — i) <o) == [
also nach Satz 2.27
Vi(Xn = p) —— Z  mit Z ~ N(0,07).

Wir betrachten nun den Varianzschétzer

S2_ = > - X))

Unter geeigneten Voraussetzungen gilt S2_; — o2 in Wahrscheinlichkeit. Mit dem Satz von
Slutsky, Satz 2.31 (ii) fiir &k = 1, folgt daher

ViXn—p) D, lZNN(o, 1).

Sn—1 n—oo g

Beweis von Satz 2.31. Wir beweisen nur (i), und zwar nur fiir ¥ = 1. Zunéchst sind (X,, +
a)nen und (X, + Yy, )nen stochastisch dquivalent, denn |(X,, +Y;,) — (Xn +a)| =Y, —a|l — 0
in Wahrscheinlichkeit. Nach Satz 2.29 geniigt es also zu zeigen, dass

Xn+aL>Xo+a.
n—oo

Dafiir wollen wir die Konvergenz der Verteilungsfunktionen priifen, siehe Satz 2.27. Zu zeigen
ist also

Xn _ — Xn+a X0+a — XO _
F*(zx—a)=F (a:)mF () = F*°(xz —a)

fiir alle # € C(FX0%%). Nun ist FX0+® genau dann stetig in z, wenn FX0(- — a) stetig in x ist,
also wenn FX° stetig in @ — a ist. Also gilt C(FX0+?) = C(FXo(- — a)), und die gewiinschte

Konvergenz folgt aus der Voraussetzung X, % Xo und Satz 2.27. O
n—oo
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Beispiel 2.32 (Schwache Konvergenz und endlich-dimensionale Verteilungen). Der Raum
S=C[0,1] ={f:[0,1] = R: f stetig} mit der Metrik

d(f,g) = sup |f(t) —g(t)|

te€[0,1]

ist ein polnischer Raum. Zufallsvariablen X : (Q, F,P) — (S, B(S)) sind zufillige Funktionen
auf [0, 1], zum Beispiel Aktienkurse.
Frage: Sei (X,,)nen, eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in C10, 1]. Folgt X, n_}%>

Xo bereits aus

T

(Xﬁ@ly.”,xga%»T'zfi?(xhulx.”,xb@k» (2.5)

fiir alle (t1,...,tx) € [0,1]¥ und alle k¥ € N? Hier sind die Vektoren auf der linken Sei-
te RF-wertige Zufallsvariablen. Die Aussage (2.5) heifit schwache Konvergenz der endlich-
dimensionalen Randverteilungen (englisch ,fidi-convergence®).

Antwort: Die Implikation ,,(2.5) = X, % Xo* ist im Allgemeinen falsch!
n (0.0
Als Beispiel setzen wir X = 0, also Xo(w,t) = 0 fiir alle w € Q und ¢ € [0, 1], sowie

nt, 0<t<i
Xn(w,t) =ap(t) =¢2—nt, L<t<2
0, t>2

fiir n > 2, sieche Abbildung 2.6. Dann ist z,, € C[0, 1] unabhingig von w, also gilt PX» = 4, .
Wir betrachten die Menge A := {f € C[0,1]: d(f,0) <1/2}. Wegen 0A C {f: d(f,0) =1/2}
und d(z,,0) =1 gilt

PX(9A) =0, P¥(A)=1, PX(4) =0 firallen>2.

Nach Satz 2.23 (v) konvergiert X,, also nicht schwach gegen Xj. Sind aber t1,...,t; € [0,1]
gegeben und ist n so grof, dass 2/n < t; fir alle ¢ mit ¢; > 0 gilt, so ist
T T
(Xn(t1), ..., Xn(tr)) =0= (Xo(t1),...,Xo(tx)) ,

also gilt (2.5).
Ziel: Wir suchen eine Zusatzbedingung, sodass aus (2.5) und dieser Bedingung X, % Xo
n o
folgt.

1 Tn
/2 f- -\
feA
f ‘ t
1/n2/n 1
—1 /2 [N

Abbildung 2.6.: Die Zeltfunktion x,, aus Beispiel 2.32 und die Menge A der Funktionen, deren

Graph im grauen Streifen liegt. Fiir jedes feste ¢t > 0 gilt x,,(t) = 0 fiir grofe
n, aber x, ¢ A.
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Satz 2.33 (Continuous Mapping Theorem). Seien (X, )nen, Zufallsvariablen auf (2, F,P)
mit Werten in (S, B(S)), und sei (S',B(S")) ein weiterer polnischer Raum mit Metrik d'. Sei
h: S — S" messbar, und sei Dy, die Menge der Unstetigkeitsstellen von h; es gilt Dy, € B(S).
Dann gilt

X, ——Xo und P(Xo€Dy)=0 =  h(Xy) —— h(Xp).

n—oo

Beweis. Zunéchst gilt

S|=

D= N {x € S5:3y,z € Smit d(z,y) < 1, d(z,z) < + und d'(h(y), h(2)) >
neN keN

|

::An,k

und die Mengen A4, sind offen, also gilt Dj, € B(S).
Nach Satz 2.23 geniigt es zu zeigen, dass

lim sup P*Xn) (F) < Pr(Xo) () fiir alle abgeschlossenen F' C S'.

n—oo

Nun gilt nach Satz 2.23 (iii) und der Voraussetzung

lim sup PXn) (F) = lim sup PX (h~1(F)) < limsup PX" (h=1(F)) < PX0(h=1(F)).

n—oo n—0o0 n—0o0

Es bleibt zu zeigen, dass

PHO(F) = PXo (571 (F)) = PXo (I (F)).
Dazu geniigt es, h—1(F) C h™'(F)U Dy, zu zeigen, denn es gilt PX0(Dj,) = 0. Sei also (2, )nen
eine Folge in h~!(F) mit Grenzwert xo € h~1(F). Dann ist h entweder stetig in x, also gilt
h(zpn) = h(zo) € F, da F abgeschlossen ist, oder es gilt g € Dj,. O

Korollar 2.34 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit unter stetigen Abbildungen). Seien (S, d’)
und h wie in Satz 2.33, und sei h stetig in a € S. Aus X, — a in Wahrscheinlichkeit folgt
dann h(X,) — h(a) in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Nach Satz 2.28 gilt X,, — a in Wahrscheinlichkeit genau dann, wenn X, % Oq-
n—oo

Da a ¢ Dy, also 6,(Dp) = 0 gilt, folgt aus Satz 2.33 h(X,,) %) On(a), und das ist nach
Satz 2.28 dquivalent zu h(X,) — h(a) in Wahrscheinlichkeit. O

Die Straffheit aus Definition 2.21 ist eng mit der Existenz schwach konvergenter Teilfolgen
verkniipft.

Satz 2.35 (Satz von Prohorov [Pro56]). Sei S polnisch, und seien (Py)nen Wahrscheinlich-
keitsmajfSe auf (S,B(S)). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Folge (Pp,)nen ist straff.

(ii) Die Folge (Py,)nen ist relativ kompakt, das heifit, zu jeder Teilfolge (ny)ren gibt es eine
weitere Teilfolge (n,, )men und ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf (S, B(S)) mit

D

Tkm m—00

P Q.

Das Grenzmafl (Q hiangt im Allgemeinen von der Teilfolge (ng)ren ab. Fir den Beweis
bendtigen wir das folgende Resultat.
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Satz 2.36 (Auswahlsatz von Helly). Sei (F),)nen eine Folge von Verteilungsfunktionen auf
(R, B(R)). Dann existieren eine Teilfolge (nk)ren und eine mafidefinierende Funktion F mit

Fp, (x) = F(z) fir alle x € C(F).
—00
Dabei heifit eine Funktion F': R — R mafdefinierend, falls sie (i) rechtsseitig stetig und

(ii) monoton steigend ist, sieche Abbildung 2.7. Zu jeder mafidefinierenden Funktion F' gehort
ein Mafl up auf (R, B(R)) mit pp((a,b]) = F(b) — F(a) fir alle a < b.

g .

Abbildung 2.7.: Eine mafidefinierende Funktion mit einem Sprung in xo; dort ist sie rechts-
seitig stetig, und das zugehérige Maf3 pr hat ein Atom in zg.

Beweis von Satz 2.36. Fiir jedes q € Q besitzt die Folge (F),(q))nen C [0, 1] nach dem Satz
von Bolzano—Weierstrafl eine konvergente Teilfolge. Da Q abzéhlbar ist, erhalten wir mit
dem Diagonalfolgenargument sogar eine Teilfolge (ny)ken, fir die (Fy, (¢))ken fiir alle ¢ € Q
konvergiert. Wir setzen

Fy: Q — [0,1], q+— Fylq) = klggo Fo,(9).
Als Grenzwert nichtfallender Funktionen ist Fy nichtfallend. Ferner setzen wir
F(z) =inf{Fo(q): v < ¢q, ¢ € Q}, z € R.
Dann ist ' monoton steigend. Auflerdem ist F' rechtsseitig stetig, denn fir xy | = gilt

lim F(zy) = inf F(ay) = inf inf Fy(g) = inf Fy(q) = F(x).
Jim F(ay) = inf Fzy) = Inf nf Foq) = inf Fo(q) = F(2)

Also ist F' eine mafdefinierende Funktion. Es bleibt zu zeigen, dass F;,, (z) — F(z) fiir alle
x € C(F) gilt.
Sei also x € C(F) und € > 0. Dann gibt es 1,72 € Q mit r; < z < rq, sodass

F(a:) —e< F()(T’l) < Fo(?"g) < F(IL’) +e.

In der Tat gibt es wegen der Stetigkeit von F'in x ein y < z mit F(y) > F(x) — ¢; fir jedes
r1 € QN (y,z) gilt dann Fy(r1) > F(y) nach Definition von F'. Nach Definition des Infimums
gibt es ein 7o € Q mit rp > x und Fy(r2) < F(z) + €. AuBerdem gilt fiir alle n € N die
Ungleichung F,,(r1) < F,(x) < F,(r2). Also gilt
F(z) —e < lim F,, (m) <liminf F,, (z) und
k—o0 k—ro0

F(z)4+¢e> lim F, (r2) > limsup Fy, (x).
k—o0 k—o0

Da € > 0 beliebig war, folgt limy_,o Fpy, (z) = F(z). O
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Beweis von Satz 2.35 (nur fir S =R). (ii)=-(i): Angenommen, (IP,,),en ist nicht straff. Dann
gibt es ein € > 0, sodass es fiir alle £ € N ein ny gibt mit P, ([-k,k]) < 1 —e. Da
jedes einzelne Wahrscheinlichkeitsmafl auf R straff ist, konnen wir (ny)ren streng monoton
wachsend wihlen. Wegen (ii) gibt es eine Teilfolge (P, = )men mit Py, # Q, wobei @
ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)) ist. Mit Satz 2.23 (iv) gilt also fiir alle z > 0

Q((—z,x)) < lim inf P, (—z,2)) < lim inf P, ([=km, km]) <1—¢,

wobei wir ky, > z fiir grofie m benutzt haben. Andererseits gilt limy oo Q((—z,x)) = 1, ein
Widerspruch.

(i)=>(ii): Sei (Py, )ken eine beliebige Teilfolge von (I, ),en mit zugehdrigen Verteilungsfunk-
tionen F,, . Aufgrund des Auswahlsatzes von Helly, Satz 2.36, gibt es eine Teilfolge (F}, )men
und eine mafldefinierende Funktion F', sodass

F,, () — F(z) fur alle z € C(F). (2.6)
Fir F gilt
0< lim F(x)< lim F(x) <1,
T—>—00 T—>00
und daher

pr(R) = lim pp((—z,2]) = lim F(z) - lim F(z) <1.

Angenommen, es gilt pp(R) < 1. Wegen (i) gibt es zu jedem € > 0 Punkte a,b € C(F') mit
a < bund
P,((a,b])) >1—¢  fiir alle n € N;

dabei verwenden wir, dass das Komplement von C'(F') hochstens abzéahlbar ist. Damit gilt

pr((a,b]) = F(b) — F(a) = lim F,, (b)— lim F, (a)= lim P, ((a,b]) >1—c.

m—0o0 m— o0 m—0o0
Fir e < 1 — pp(R) ist dies ein Widerspruch zur Annahme pp(R) < 1. Also ist pup ein
Wahrscheinlichkeitsmaf; insbesondere gilt lim,_, o, F(x) = 0 und lim,_,» F(z) = 1, das
heifit, F' ist die Verteilungsfunktion von pp. Mit (2.6) und Satz 2.27 folgt P,,, % pr. O
m m—0o0

Bemerkung. (i) Der Beweis fiir S = R¥ ist sehr &hnlich.

(ii) Lediglich die Richtung (ii)=-(i) benétigt, dass S polnisch ist; die Richtung (i)=-(ii) gilt
in jedem metrischen Raum, siehe etwa [Klel3].

(iii) Als Gegenbeispiel ohne Straffheit betrachten wir die Folge (P,,)nen von Wahrschein-
lichkeitsmafien auf (R, B(R)) mit P, = Leby, ,11], der Gleichverteilung auf [n,n + 1].
Dann gilt fiir alle kompakten K C R die Konvergenz P,(K) — 0, und (P,),en ist
nicht relativ kompakt (Masseverlust). Die Folge (P,)nen konvergiert lediglich vage
gegen das Sub-Wahrscheinlichkeitsmaf} 0, das heiit, [ f dP,, — 0 fiir alle stetigen f mit
kompaktem Tréger.

Beispiel 2.37 (Anwendung auf endlich-dimensionale Verteilungen). Sei (P, )nen, eine Familie
von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf C[0, 1] mit

Pt —Z 5 Py fiir alle ..., ¢, € [0,1] und alle k € N. (2.7)
Hier bezeichnet 7, 4 : C[0,1] — RF f (f(tl),...,f(tk))T die Projektion auf die

Zeitpunkte ti,...,t;. In Beispiel 2.32 haben wir gesehen, dass aus (2.7) nicht zwingend
P, —2 s Py folgt.
n—oo
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Sei nun (P,,),en zusitzlich straff. Dann gilt nach Satz 2.35, dass es zu jeder Teilfolge
(nk)ken eine weitere Teilfolge (ng,, )men und ein Wahrscheinlichkeitsmafi ¢ gibt mit

D
Pnkm oo Q. (2.8)
Hieraus folgt IPZ’;;““ 2, Q™1+t nach dem Continuous Mapping Theorem, Satz 2.33, da
m

— 00
Tty,..t,, Stetig ist. Also gilt mit dem Eindeutigkeitssatz des schwachen Grenzwerts, Satz 2.20,
und (2.7)

QT th = Pyl fiir alle t1,...,tx € [0,1] und alle k € N.

Die Zylindermengen W;}...ik(B ), B € B(RF), in C[0,1] bilden eine maBbestimmende Klasse
(ohne Beweis), also gilt @ = Py. Also héngt der Grenzwert in (2.8) nicht von der konvergenten
Teilfolge ab. Dann gilt aber wegen des Teilfolgenkriteriums, Satz 2.26,

D
P, —2 5 B,
n—oo

Wir fassen zusammen.

Satz 2.38 (Schwache Konvergenz in C[0,1]). Seien (X, )nen, Zufallsvariablen auf (2, F,P)
mit Werten in C|0,1]. Es gelte

(i) (Xa(t1), -, Xu(th)) —— (Xo(tr),..., Xo(ts)) fiir alle tr,....t; € [0,1] und alle

k € N (Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen),
(ii) (PXn),en ist straff.

D
Dann folgt X, — Xo.

Bemerkung. Umgekehrt folgen aus X, % X auch (i) und (ii).
n—oo

Satz 2.39 (Kriterium fiir Straftheit). Eine Folge (Xy)nen von Zufallsvariablen mit Werten
in C|0,1] ist straff, falls gilt:

(i) Fir alle n > 0 gibt es ein a > 0 mit P(|X,,(0)] > a) < n fir alle n € N, das heifst,
(X5 (0))nen st straff.

(ii) Fir alle e,n >0 gibt es ein 6 € (0,1) und ein ng € N, sodass fiir alle n > ng und alle
t €10,1] gilt

1
SP(sup [Xa(s) = Xa(t)] > €) <.
0 \selt,t4+8)M[0,1]

Beweis. Ohne Beweis. O
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3. L,-Raume

Zu diesem Kapitel vergleiche man [Klel3, Kapitel 7].

3.1. Konvexe Funktionen und die Jensen-Ungleichung

Definition 3.1 (Konvexe Funktion). Seien —oco < a < b < co. Eine Funktion f: (a,b) - R
heifit konver, wenn

F(A=XNz+Xdy) < (1 =N)f(z)+Af(y) fur alle z,y € (a,b), A €[0,1]  (3.1)

gilt. Der Punkt (1 — \)z + Ay heifit Konvexkombination von z und y. Die Funktion f heifit
strikt konver, falls in (3.1) ,<“ statt ,<“ fiir alle A € (0,1) und alle x # y gilt.

(=N f(x) +Af(y)

Abbildung 3.1.: Eine konvexe Funktion: Die Sehne zwischen (z, f(x)) und (y, f(y)) liegt
oberhalb des Graphen.

Lemma 3.2. Die Bedingung (3.1) ist aquivalent zu
£t~ fla) _ Fly)— F)

i . 2
P firalea<xz<t<y<b (3.2)
Beweisidee. Es gilt
(32) = 0 < =)+ L @)
' Syt
Mit A= (t—2)/(y—=x) € (0,1) gilt t = (1 — Nz + Ay und (y —t)/(y —x) =1 — A, und die
rechte Seite ist (3.1). O

Geometrisch besagt (3.2), dass die Steigungen der Sekanten von links nach rechts zunehmen,
siehe Abbildung 3.2. Durch zweimalige Anwendung erhélt man daraus auch

f@) = flx) _ fly) = &) _ fly) = @)
t—x - Yy— - y—1

firallea <z <t <y<b.
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Abbildung 3.2.: Die Steigungsbedingung (3.2): Die linke (griine) Sekante ist flacher als die
rechte (rote). Die gestrichelte Sekante von x nach y liegt mit ihrer Steigung
dazwischen.

Bemerkung 3.3. Fiir differenzierbare f gilt: Ist f/ monoton wachsend, so ist f konvex; ist f’
streng monoton wachsend, so ist f strikt konvex. Fiir zweimal differenzierbare f gilt: Aus
f"” >0 folgt, dass f konvex ist, und aus f” > 0 folgt, dass f strikt konvex ist.

Satz 3.4. Eine auf (a,b) konvexe Funktion ist stetig.

Beweis. Seien xg € (a,b) und a < u < g < v < b. Nach Lemma 3.2 und der anschlielenden
Drei-Sehnen-Ungleichung gilt fiir alle z € (u,v) mit z # xg

flao) = fw) _ f(2) = f(zo) _ f(v) = f(a0)

o — U - 2 — X - vV — X

Daraus folgt

) = J0)] g ) = S0 110 = Sy

|z — o] x0o—u v — 2o
also | f(2) — f(zo)| < L|z — xo] fiir alle z € (u,v), und somit ist f stetig in zg. O
Satz 3.5 (Jensen-Ungleichung). Sei X eine integrierbare Zufallsvariable auf (2, F,P) mit
Werten in (a,b). Sei f konver auf (a,b). Dann gilt E[f(X)~] < oo, wobei f(X)~ den
Negativteil von f(X) bezeichnet, und
E[f(X)] > f(E[X)).
Insbesondere ist E[f(X)] € (—o0, o] wohldefiniert.

Bemerkung. Wegen der Konvexitét von 2 — z? liefert Satz 3.5 die bekannte Ungleichung
Var[X] = E[X?] — E[X]? > 0.

Beweis von Satz 3.5. Es gibt o, € R mit ax + f < f(x) fir alle z € (a,b), etwa eine
Stiitzgerade wie unten. Daraus folgt
E[f(X)7] <E[(aX + B)7] < [B] + |a| E[|X]] < oo.

1. Fall: Es gilt E[X] € (a,b). Sei t* = D% f(E[X]) die rechtsseitige Ableitung von f
in E[X], also die maximale Steigung einer Tangente an f in E[X]; sie existiert wegen der
Monotonie der Sekantensteigungen aus Lemma 3.2. Dann gilt

f(z) >t (z — E[X)) + f(E[X]) fir alle z € (a,b),
und daraus folgt
E[f(X)] > t"E[X — E[X]] + E[f(E[X])] = f(E[X]).

2. Fall: Es gilt E[X] € {a,b}. Dann folgt X = E[X] fast sicher, etwa fir E[X]| = a aus
X —a>0und E[X — a] = 0. Dies widerspricht X € (a,b), also tritt dieser Fall nicht ein. [J
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3.2. Die Raume L,

Bezeichnung 3.6. Sei (2, F, 1) ein Mafiraum und p € [1,00). Wir setzen
Ly,(QY,F,p) = {f: 2 — R messbar: / |fIPdp < oo}.
Q

Eine Funktion f € L,(Q, F, u) heiit p-fach p-integrierbar. Oft schreiben wir Ly(u) statt
L,(Q2, F,p) oder nur L,. Fir f € L,(u) setzen wir

1= ([ 117 an) "

Es gilt || f||, = 0 genau dann, wenn f = 0 p-fast-sicher gilt. Die Relation ,, f = g p-fast-sicher
definiert eine Aquivalenzrelation f ~ g und damit eine Aquivalenzklasse

¢

f=1{g€L,: f=g p-fast-sicher}

zu f € Ly(p). Im Raum der Aquivalenzklassen definiert | f||, = || f|l, eine Norm, auf L,(u)
hingegen nur eine Pseudonorm. In der Praxis wird dieser Unterschied oft ignoriert.

Bemerkung 3.7. (i) Fir ein endliches Maf p, das heifit u(2) < oo, gilt fir 1 < ¢ <p
feL, = fel,,

denn |f|? < max{l,|f|P} <1+ |f|?, also
S < (@) + [ 1417 d < oo,
(ii) Fir (Q,F, u) = (No, P(Np), Zéhlma$B), also pu({k}) = 1 fiir alle & € Np, ist
Lp(p) = {(fk)keNo reelle Folge: i | ful? < 00}-
k=0

Satz 3.8 (Holder-Ungleichung). Seien p,q € (1,00) mit 1 =1/p+1/q. Dann gilt fir f € L,
und g € Ly die Holder-Ungleichung

/Ifglduﬁ (/\flpdu)l/p(/ !g\qdﬂ)l/q,

beziehungsweise ||fgll1 < || fllpllgllq. Insbesondere gilt die Cauchy—Schwarz-Ungleichung

/\fg\dué (/!f]Qdu)l/Q(/ gi2dn) "

Bemerkung 3.9. (i) Fir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P und Zufallsvariablen X, Y schreibt
sich Satz 3.8 als
E[|XY) < E[X] B[y

beziehungsweise

E[IXY] < VE[XP]/E[Y .
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(ii) Es gilt

| Cov(X,Y)| = [E[(X — E[X])(Y — E[Y])]| < E[|X — E[X]||[v — E[Y]]

< E[(X — E[X])2]\/E[(Y — E[Y])?2] = y/Var[X] Var[y
wobei wir zuerst die Jensen-Ungleichung (fiir z — |z|) und dann die Cauchy—Schwarz-

Ungleichung verwendet haben. Also gilt

| Cov(X,Y)|
Var[X] Var[Y] —

| Corr(X,Y)| =

Beweis von Satz 3.8. 1. Fall: Es gilt [|f||, = 0 oder ||g|l; = 0; ohne Einschrdnkung sei
| fll, = 0. Dann gilt f =0 p-fast-sicher, also fg = 0 p-fast-sicher, und damit [ |fg|dy = 0.
2. Fall: Es gitt ||l lglly € (0,00). Mit F i= |1/]| ], und G = |g]/llgl, il

/de,u:/qu,uzl.

Flw)G(w) < ;F(w)p + ;G(w)q fiir alle w € Q. (3.3)

Wir zeigen zunéchst

Ist F(w) =0 oder G(w) = 0, so gilt (3.3), da die rechte Seite nichtnegativ ist; ist F'(w) = oo
oder G(w) = oo, so ist die rechte Seite unendlich. Fiir alle w mit 0 < F(w) < oo und
0 < G(w) < oo definieren wir F'(w) und G’(w) durch

F(w) = er @) und Gw) = 61 ¥ @),

Wir betrachten das Wahrscheinlichkeitsma$ v, auf {F'(w), G'(w)} mit v,({F'(w)}) = 1/p
und v,({G'(w)}) = 1/q (im Fall F/(w) = G'(w) ist v, das Punktmaf in diesem Punkt). Ist
X eine Zufallsvariable mit Verteilung v, so gilt mit der Jensen-Ungleichung, Satz 3.5, fiir
die konvexe Funktion z + e”®

L) 4 L) g, [6X] 2 eBlX] = o3P @GO Z pyaw),
p q
und das ist (3.3). Integration von (3.3) liefert
1 1
/FGd,uS f/deu—i—f/qu,u: 1,
! =1 ' =1
also ['[fgldp < fllpllglle- -

Satz 3.10 (Minkowski-Ungleichung). Seien p € [1,00) und f,g € L,. Dann gilt f + g € L,
und die Dreiecksungleichung
1f +gllp < [Ifllp + lgllp-

Bemerkung. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P schreibt sich dies als

E[|X + Y[ <E[IX[P]"? +E[]Y]?)"".
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Beweis von Satz 3.10. Fir p = 1 folgt die Aussage durch Integration der Dreiecksungleichung
If + gl <1f|+ |gl; sei also p > 1. Es gilt

|f +gI” < (2max{|f],|g]})" < 2°(| " + |gI"),

also f 4 g € L,. Weiterhin gilt wegen |f + g| < |f| + |g]

|f gl <IN+ gl + gl 1f + 9Pt
Sei ¢ so gewahlt, dass 1/p + 1/¢ = 1; dann gilt ¢(p — 1) = p. Mit der Holder-Ungleichung,
Satz 3.8, folgt
/If +glPdp < /If! |f + g~ dp+ / gl 1f + 9P~ dp

= (/If\pdu)l/p(/|f+g,q<p-1) du)l/q
- (/ lgpdﬂ)l/l’(/|f+qu(p1) du)l/q
(i)™ ([l T ([ or )™

Ist [ |f+g[? du = 0, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls dividieren wir durch ([ | f+g/P dp) Ya ¢
(0,00) und erhalten wegen 1 —1/g = 1/p

(/|f+g|pdu)1/p < (/If!”du)l/p + (/ Ig!”du)l/p.

Bemerkung 3.11. Die Rédume L,, 1 < p < oo, mit der Norm || - ||, sind (im Sinne von
Aquivalenzklassen) reelle Banachrdume, das heiit vollstindige normierte Vektorriume.

3.3. Konvergenz im p-ten Mittel

Definition 3.12 (Konvergenz im p-ten Mittel). Seien (X, )nen, reelle Zufallsvariablen auf
(Q, F,P) mit X,, € L,(P) fiir alle n € Ny, und sei p € [1,00). Wir sagen, X,, konvergiert im
p-ten Mittel gegen X, falls
| X — Xol|lp —— 0.
n—oo

Fiir p = 2 sprechen wir auch von Konvergenz im quadratischen Mittel.

Beispiel 3.13. Sei X,, ~ Bin(n,p) mit n € N und p € [0,1]. Dann konvergiert X,,/n im
quadratischen Mittel gegen p, denn

|5 5[] = B0 — ) = 5 VarlXo) = 1 =) S 0

n2 n—o0o

Hier bezeichnet p ausnahmsweise den Parameter der Binomialverteilung und nicht den
Exponenten.

Satz 3.14 (Markov-Ungleichung). Fiir jede reelle Zufallsvariable X und jedes r > 0 gilt fir
alle e >0

P(X| 2 ) < ZE[X]']

Beweis. Siehe die Vorlesung , Einfiihrung in die Stochastik®. O
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Bemerkung. Die Ungleichung gilt sogar fiir monoton wachsende Funktionen g: [0, 00) — [0, 00)
mit g(e) > 0 statt nur fir = — 2", das heifit, es gilt P(|.X| > ¢) < E[g(|X])]/g(¢).

Satz 3.15 (Konvergenz im p-ten Mittel impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit). Fir
eine Folge (Xp)nen, reeller Zufallsvariablen gilt

X, —— Xo im p-ten Mittel — X, —— Xy in Wahrscheinlichkeit.
n—oo n—oo

Beweis. Mit der Markov-Ungleichung, Satz 3.14, gilt fiir alle € > 0

P(1X, — Xo > &) < SE[|X, — Xol"] —— 0. O

I n—00

Satz 3.16 (Satz von Riesz). Es gelte X, — X fast sicher und X, Xo € L, fir alle n € N.
Dann gilt

E[|X,|"] — E[|Xo]’] < X, —— Xo im p-ten Mittel.
n—oo n—oo

Beweis. Ohne Beweis. O

Die Beziehungen zwischen den bisher betrachteten Konvergenzarten sind in Abbildung 3.3
zusammengefasst.

Satz von Riesz, Satz 3.16

fast sichere Konvergenz im
Konvergenz p-ten Mittel
- ﬂ
W fiir eine -
" Teilfolge Konvergenz im
n ersten Mittel

Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit

A

n
n deterministischer
1 Grenzwert

schwache
Konvergenz

Abbildung 3.3.: Zusammenhang der Konvergenzarten fiir Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum. Gestrichelte Pfeile gelten nur unter Zusatzbedingungen.
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4. Ergodentheorie

Zu diesem Kapitel vergleiche man [Klel3, Kapitel 20|, [Durl9, Kapitel 6] und [Wal82].

In diesem Kapitel behandeln wir eine Erweiterung des Gesetzes der grofien Zahlen. Statt
der Unabhéngigkeit der Summanden setzen wir nur noch voraus, dass die Folge in einem
geeigneten Sinne stationdr ist und keine nichttrivialen invarianten Ereignisse besitzt.

4.1. MaBerhaltende Abbildungen und stationare Folgen

Sei (2, F,P) stets ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 4.1 (Maflerhaltende Transformation). Eine Abbildung T: Q@ — € heifit ma-
Berhaltend, falls T" messbar beziiglich F und F ist und P invariant unter T ist, das heifit,
falls

PoT ' =P

Definition 4.2 (Stationaritdt). Sei X = (X,)nen, eine Folge von Zufallsvariablen auf
(Q, F,P) mit Werten in einem Messraum (E, ). Die Folge X heifit stationdr, falls

d ~
X=X:= (Xn+1)n6N()7

das heift, falls X und die um einen Schritt verschobene Folge X dieselbe Verteilung auf
(ENo, £8No) besitzen.
Bemerkung. Eine Folge X ist genau dann stationér, wenn fiir alle n € Ny und alle A € £8(+1)
gilt

P((Xo, . ,Xn) S A) = P((Xl, . ,Xn+1) S A)

Dies folgt, da die Zylindermengen {x € ENo: (x,...,z,) € A} ein N-stabiles Erzeugenden-
system von £®No bilden und Wahrscheinlichkeitsmafle durch ihre Werte auf einem solchen
eindeutig bestimmt sind. Durch Iteration folgt aufferdem X 4 (Xn+k)nen, fir alle & € Np.

Fiir eine Abbildung 7: Q — Q setzen wir 7° :=id und 7" := T'o---o T (n-mal) fiir n € N.
Satz 4.3 (Maflerhaltung versus Stationaritat).

(i) Seien T eine maferhaltende Abbildung und Xy eine Zufallsvariable mit Werten in
(E,E). Dann ist
X, = XOOTn, n € Ny,

etne stationdre Folge.

(ii) Sei X = (Xn)nen, eine stationdre Folge mit Werten in (E,E). Dann ist

T((l‘n)nENo) = (l'nJrl)nENoa ($n)n6No € ENOa

eine maflerhaltende Abbildung auf (ENo, £8No PX) . Fiir den Prozess der Projektionen
(Tn)neNg, Tn: ENo — B, m,(x) = xp, gilt T, = 19 0 T"; er ist also von der Form in (i)
und besitzt unter PX dieselbe Verteilung wie X .
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Beweis. (i) Seien n € Ny und B € £2"*D_ Wegen X;,1 = X;, o T und da T maferhaltend
ist, gilt
P((X1,...,Xnt1) € B) =P((Xg0T,...,X,0T) € B)
=P(TY{(Xo,...,X,) € B}) =P((Xo,...,X,) € B).
Nach der Bemerkung nach Definition 4.2 ist (X,,)nen, also stationér.
(ii) Die Abbildung 7" ist messbar, denn fiir jedes n € Ny ist m, 0T = m,41 messbar, und die

Produkt-o-Algebra wird von den Projektionen erzeugt. Auferdem gilt 70 X = (Xp41)neNy,
und mit der Stationaritét folgt fiir alle A € £&No

PX(T71(4)) = P{w: T(X(w)) € 4}) = P((T 0 X)"'(4)) = P(X(4)) = P¥(4).

SchlieBlich gilt 7p o T™ = m,, nach Definition von T, und (7, )nen, ist unter PX gerade wie X
verteilt, da die Abbildung = + (7, (z))nen, die Identitit auf ENo ist. O

4.2. Invariante Mengen, Ergodizitat und Mischung

Definition 4.4 (Invariante Menge). Seien T':  — 2 eine Abbildung und A C 2. Die Menge
A heift T-invariant, falls T~1(A) = A.

Satz 4.5 (Teil-o-Algebra der invarianten Mengen). Sei T' eine maflerhaltende Abbildung.
Dann ist
T={AcF:T (A=A}

eine Teil-o-Algebra von F, die o-Algebra der T-invarianten Mengen.

Beweis. Wir priifen die drei Eigenschaften einer o-Algebra. Es gilt Q € Z, da T-1(2) = Q.
Ist A €T, so gilt
T~ (A% ={w: T(w) € AT =Q\ T (A) = A°,

also A° € 7. Sind schliellich Ay, Ao, ... € Z, so gilt
T (Ja)={w:TweJa}=UlwiTweay=Jr ' =Ja O
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Definition 4.6 (Ergodizitdt und Mischung). Sei T' eine maflerhaltende Abbildung.
(i) Die Abbildung T heifit ergodisch, falls Z eine P-triviale o-Algebra ist, also falls

P(A) € {0,1} fir alle A € 7.

(ii) Die Abbildung T heiBt mischend, falls fiir alle A, B € F gilt

lim P(ANT "(B)) = P(A)P(B).

n—o0

Bemerkung. Mischung charakterisiert, dass die Ereignisse A und B asymptotisch unabhéngig
werden, wenn man sie ,,auseinanderschiebt®.

Satz 4.7 (Mischend impliziert ergodisch). Mischende Transformationen sind ergodisch.

Beweis. Sei A € Z. Dann gilt T7"(A) = A fiir alle n € N, und mit der Mischungseigenschaft
folgt
P(A) =P(ANA)=P(ANT"(A)) —— P(A)P(A).

n—0o0

Also gilt P(A) = P(A)? und somit P(A4) € {0,1}. O
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Bemerkung.

(1)

(2)

(3)

Es geniigt tatséichlich, die Mischungseigenschaft fiir die Mengen eines N-stabilen Erzeu-
gers von F zu priifen; siehe das Argument in Beispiel 4.8 (i).

Die Abbildung T": (z)nen, = (Tn+t1)nen, aus Satz 4.3 (ii) wird oft Verschiebungsope-
rator (englisch shift) genannt.

Ein stationdrer Prozess X = (X, )nen, heiit ergodisch bezichungsweise mischend, falls
der assoziierte Verschiebungsoperator auf (ENo, £8No PX) ergodisch beziehungsweise
mischend ist.

Beispiel 4.8.

(i)

Unabhingige, identisch verteilte Folgen. Ist X = (X,)nen, eine Folge unabhéngiger,
identisch verteilter (u.i.v.) Zufallsvariablen mit Werten in (E, £), so ist X mischend. Wir
arbeiten auf dem kanonischen Raum (ENO, E®No pX ) mit dem Verschiebungsoperator
T. Wir betrachten zunichst Zylindermengen A, B € £¥No mit

XeA <= X s Xmyit,) €A und X € B <= (Xpny,--, Xinyit,) € B

fiir gewisse my,ma,t1,t2 € N und messbare A c Ehtl B c E2tl Wegen X €
T7"(B) <= (Xntmag,---s Xntmo+t,) € B und der Unabhéngigkeit gilt

PX (ANT™™B)) =P{X € A}n{X eT™™B)}) =P(X € A)P(X € T""(B))
fiir alle hinreichend grofien n, ndmlich sobald n + mo > my + t1. Wegen der identischen
Verteilung ist die rechte Seite gleich P(X € A)P(X € B) = PX(A)PX(B).

Fiir eine feste Zylindermenge A ist nun
D= {B e &N PX(ANT(B)) — PX(A)PX(B)}

ein Dynkin-System, welches alle Zylindermengen enthélt. Die Abgeschlossenheit unter
Komplementen folgt aus PX (ANT~"(B)) = PX(A) — PX(ANT™(B)); fiir paarweise
disjunkte By, Ba,... € D folgt sie aus PX(ANT (U, Bi)) = >, PX(ANT"(B;))
mit dem Satz von der dominierten Konvergenz fiir Reihen, da PX (A NT~"(B;)) <
PX(T~"(B;)) = PX(B;) summierbar ist. Da die Zylindermengen ein N-stabiles Erzeu-
gendensystem bilden, folgt mit dem 7-A-Satz D = £2No. Ebenso ist fiir jedes B € £&MNo

Cpi={Ac &N PX(ANT™(B)) - P*(A)P¥(B)}

ein Dynkin-System, welches nach dem ersten Schritt alle Zylindermengen enthélt. Also
gilt Cp = E®MNo fiir alle B € £2No, das heifit, T ist mischend.

Rotationen des Kreises. Wir betrachten den Einheitskreis D = {z € C: |z| = 1}
mit der Borel-o-Algebra B(D) und dem normierten Bogenmaf p = (1/(27))Lebp als
Wahrscheinlichkeitsmaf. Fiir ¢ € D ist die Rotation

T.(w) == cw, weD,

maBerhaltend. Schreiben wir namlich ¢ = ¢ und w = ', so gilt T.(w) = €(+9); die
Rotation verschiebt also nur das Argument um s, und das Bogenmaf ist invariant unter
solchen Verschiebungen.

Satz 4.9 (Ergodizitat und Rotation). Der Rotationsoperator T, aus Beispiel 4.8 (ii) ist genau
dann ergodisch, wenn c keine Finheitswurzel ist, das heifst, wenn ¢ #£ 1 fiir alle n € N.
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Abbildung 4.1.: Zum Beweis von Satz 4.9 fir ¢ = ¢*™/3, also ¢ = 1: Die Vereinigung
B = AUT.(A)UT2(A) der gedrehten Kopien eines kleinen Bogens A ist
T.-invariant, hat aber Maf in (0, 1).

Beweis. ,=“: Wir zeigen die Kontraposition. Sei also ¢* = 1 fiir ein n € N. Dann gilt 77" = id.
Wir betrachten einen kleinen Kreisbogen A = {e*: 0 < ¢ < ¢} und setzen

n—1
B T4A)

k=0

siehe Abbildung 4.1. Mit ¢ = e'* gilt
T7Y(B) = {el: elel® € B} = {e: Tk: ele!® = *Fe" fiir ein el € A}
= {e: Fk: et = M Vel” fiir ein " € A} = B,
wobei wir ¢~ = ¢! verwendet haben. Also ist B € Z, aber es gilt 0 < £/(27) < u(B) <
ne/(2m) < 1 fir € klein genug. Somit ist T, nicht ergodisch.
»,<=": Sei ¢ keine Einheitswurzel. Dann gilt ¢ # ¢™ fiir alle m # n, und man kann zeigen,

dass die Bahn {c"w: n € Ny} fiir jedes w € D dicht in D liegt. Die Dichtheit der Bahnen
allein liefert aber noch keine Aussage liber messbare invariante Mengen; wir argumentieren

daher mit Fourierkoeffizienten. Sei A € Z, also T, 1(A) = A und damit 1 4(cw) = 1 4(w) fiir
alle w € D. Fiir die Fourierkoeffizienten

aci= [ La@)w ™ pde),  kEZ
D

gilt mit der Substitution u = cw und der Rotationsinvarianz von p

ay = /D]IA(cw) w* p(dw) = /D]IA(U) (™) 7% p(du) = Fay,.

Da c¥ # 1 fiir k # 0, folgt a, = O fiir alle k # 0. Da das trigonometrische System {w
w*: k € Z} eine Orthonormalbasis von L?(DD, ) ist, folgt 14 = ag p-fast sicher. Eine
Indikatorfunktion ist aber nur dann fast sicher konstant, wenn p(A) € {0,1}. Also ist T,
ergodisch. O

Satz 4.10 (Rotation und Mischung). Fir alle ¢ € D ist T, nicht mischend.

Beweis. Ist ¢ eine Einheitswurzel, so ist T nach Satz 4.9 nicht ergodisch und nach Satz 4.7
somit auch nicht mischend. Es geniigt also anzunehmen, dass ¢ keine Einheitswurzel ist. Dann
existiert eine Teilfolge (ng)ren mit ngx — 0o und ¢™* — 1 fiir K — oo. Da nédmlich D kompakt
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ist, besitzt die Folge (¢™)mnen eine konvergente Teilfolge (¢ )ren, und ny = mpi1 — my
erfiillt ¢"t = ¢™k+1 /¢™k — 1; dabei gilt ny — oo, da sonst ein Wert n unendlich oft auftreten
und ¢" =1 gelten wiirde. Sei nun I ein Kreisbogen mit 0 < pu(I) < 1. Da T ™ (1) = ¢ ™I
der um den Winkel argc¢™™* — 0 gedrehte Bogen ist, gilt

p(I T (1) = (IO T (1) ——— (1) # u(D)*.
Also ist T, nicht mischend. ]

Beispiel 4.11 (Markovketten). Jede irreduzible, aperiodische und stationidre Markovkette
X = (Xpn)nen, mit endlichem Zustandsraum I ist mischend, das heift, ihr zugehoriger
Verschiebungsoperator ist mischend. In der Tat, seien (p);c; die Startverteilung und (p;;); jer
die Ubergangsmatrix. Wegen der Stationaritéit gilt

S plpy=p)  fiwallejel,
i€l

und nach dem Konvergenzsatz fiir Markovketten gilt fiir die n-Schritt-Ubergangswahrschein-
lichkeiten

(n)

Py — p? fir alle 4,5 € I.

n—oo

Mit dem Argument aus Beispiel 4.8 (i) gentigt es, Zylindermengen
A= {(in)neny : (ig,---,ir) € A} und B = {(in)nen,: (i0,-- ., is) € B}

mit r, s € Ny, Ac I und B C ISt 2u betrachten; diese bilden ein N-stabiles Erzeugen-
densystem. Fiir alle n > r gilt dann

PX(ANT™(B)) =P((Xo,...,X,) € A, (Xp,...,Xnss) € B)

_ 0, o) o
= Z Z DPiyPigin * " Pir—1ir Pijy ~ Pjojr =" " Pjs—1Js-

(10y-rir)EA (joy-nrjis)EB

(n—r)

Da die Summen endlich sind und p; ]; — p?o gilt, folgt

lim PX(ANT "(B)) = P((Xo,...,X;) € A)P((Xo,...,X,s) € B) = PX(A)PX(B).

4.3. Die Ergodensatze

Satz 4.12 (Ergodensatz von Birkhoff [Bir31]). Sei T' eine mafSerhaltende und ergodische
Abbildung auf (Q, F,P). Dann gilt fir alle Xo € L' (P)

1 K .
Jim - ,;) XopoT" = E[X(] P-fast sicher.

Bevor wir Satz 4.12 beweisen, formulieren wir die Folgerung fiir stationire Folgen.

Korollar 4.13 (Ergodensatz fiir stationére Prozesse). Sei X = (X, )nen, €ine ergodische
stationdre Folge von Zufallsvariablen mit Zustandsraum (E,E). Dann gilt fir alle m € Ny
und alle messbaren Testfunktionen f: E™T! — R mit f(Xo,...,Xn) € LY(P)

. 1= .
nlggo - I;)f(Xk, ooy Xppm) = E[f(Xo, ..., X)) P-fast sicher.
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Beweis. Nach Annahme ist der zu X assoziierte Verschiebungsoperator 1" ergodisch auf dem
kanonischen Raum (EMNo, £¥8o PX)_ Sei 7., : ENo — E™H g (xo,..., xp), die Projektion
auf die ersten m + 1 Koordinaten. Dann gilt

B[l (Xos- - Xm)l] = [ If © mpm| 4P,

also f o, € L1 (PX). Der Ergodensatz von Birkhoff, Satz 4.12, impliziert, dass

1 n—1

- Z(f O M) © T* — /f O Ty dp¥ P -fast sicher.
k=0

Wegen (f 0 Ty  T5)(X) = F(Xps- . Xiam) folgt

1 n—1
X[ 1. k X
1=P (nlggongo(fW[m])oT Z/f”[m]dp )
‘ 1 n—1
k=0

Bemerkung. Wir sehen, dass der Ergodensatz von Birkhoff eine Verallgemeinerung des starken
Gesetzes der groflen Zahlen darstellt, in der die Unabhéngigkeit der Summanden durch
Stationaritdt und Ergodizitét ersetzt wird. Ist etwa (X, )nen, u.i.v. mit E[|Xo|] < oo, so ist
die Folge nach Beispiel 4.8 (i) mischend, nach Satz 4.7 also ergodisch, und Korollar 4.13 mit
m = 0und f = id liefert (1/n) >7=4 X — E[Xo] fast sicher.

Fiir den Beweis von Satz 4.12 brauchen wir das folgende Resultat. Sei 7" maflerhaltend, sei
Xo € LY(P) reellwertig, und seien

n—1
X, =XgoT" und Sy, = ZXk’ n € Ny,
k=0

insbesondere Sy = 0. Nach Satz 4.3 (i) ist (X, )nen, eine reelle stationédre Folge. Weiter sei
M,, = max{0, S1,...,5.}, n € Np.
Lemma 4.14 (Lemma von Hopf). In der obigen Situation gilt fir alle n € Ny
E[XoL{r,>0p] > 0.

Man kann das Lemma als eine Art ,positive Korrelation“ zwischen Xy und dem Ereignis
{M,, > 0} lesen.

Beweis. Fir 0 < k <n gilt M,oT > SgoT, denn fiir kK > 1 ist S o T eines der Elemente
im Maximum, und fiir £k = 0 gilt Spo T =0 < M, oT. Also gilt

Xo+M,oT > Xog+ SpoT = Sgq1,
das heit Xg > Sgy1 — M, oT fir k=0,...,n — 1. Daraus folgt
Xo > max{S1,..., 5.} — M, oT. (4.1)
Andererseits gilt

(M, >0} ={M, =0} ={M, =0}N{M,oT >0} C{M,—M,oT <0}, (4.2)
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wobei wir M,, o T > 0 verwendet haben. Auf {M,, > 0} gilt max{S1,...,S,} = M,, da dort
die 0 im Maximum hinzugefiigt werden kann. Wegen |M,,| < ZZ;(I) | Xx| ist M, integrierbar.
Mit (4.1), (4.2) und da T maBerhaltend ist, folgt
(4.1)
E[Xo]l{Mn>0}] Z E[(maX{Sl, e ,Sn} — Mn o T)]I{Mn>0}] = E[(Mn — Mn @] T)]I{Mn>0}]
=E[M,, — My, o T] = E[(My, — My, o T) 15,03
(4.2)
> E[M, — M, oT] = E[M,] — E[M,] =0. O
Beweis von Satz 4.12. Wir nehmen ohne Einschrdnkung an, dass E[X(] = 0; andernfalls
ersetzen wir Xy durch Xy — E[X(]. Mit der Notation von oben gentigt es zu zeigen, dass

1
Z =limsup—95, <0 P-fast sicher.
n—oo T
Die Anwendung dieser Aussage auf — X statt X liefert dann namlich lim inf,, o (1/n)S, >0
fast sicher, also lim,_,~(1/n)S, = 0 = E[X] fast sicher.
Seien £ > 0 und F := {Z > ¢}. Wir zeigen P(F') = 0. Wegen S,, o T' = Sj,41 — Xp gilt

. 1 . n -+ 1 Sn+1
Z oT = limsup — (S, — Xp) = limsu =
n—>oop Tl( et O) n—)oop n n+1

punktweise, da Xo/n — 0; also gilt 77! (F) = F und somit F € T. Seien

n

n—1

X, = (Xn—e)lp,  S;=> X  M;=max{0,5],....5},  F,={M; >0}
k=0

Dann gilt Fy C F5 C --- und

fj F, = {suplS,f; > 0} = {suplsk > 5} NF =F,

n=1 k k k k

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass auf F' wegen lim sup;(1/k)Sy > € auch
supy(1/k)Sy > e gilt. Also gilt F,, T F, und mit dem Satz von Lebesgue iiber die dominierte
Konvergenz, mit der integrierbaren Majorante | Xy| + &, folgt

lim E[X{15,] = E[X§15] = E[X].

Da F invariant ist, gilt Xg = X§ o 7™ mit X§ € £L1(P). Das Lemma von Hopf, Lemma 4.14,
angewandt auf (X¢),en,, ergibt daher E[X§1p,] > 0 fir alle n, also

0 < E[X(ﬂ = E[(X() —E)]IF}.

Da T ergodisch ist und F' € Z, gilt P(F') € {0,1}. Falls P(F) = 1, so folgt E[(Xo —e)1p] =
E[Xo — €] = —e < 0, ein Widerspruch. Also gilt P(F) = 0. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt
P(Z > 0) =1lim; o P(Z > 1/j) =0, also Z < 0 fast sicher. O

Wir erwdhnen ohne Beweis die folgende Variante im LP-Sinne, welche historisch sogar
frither gefunden wurde.

Satz 4.15 (LP-Ergodensatz von von Neumann [vN32]). Seien T eine maferhaltende und
ergodische Transformation und Xo € LP(IP) fiir ein p > 1. Dann gilt

1 n—1
lim — Z XooTF = E[X(] im p-ten Mittel.
k=0

n—oo n,
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5. Bedingte Erwartungswerte und Martingale

Zu diesem Kapitel vergleiche man [Klel3, Kapitel 8 und 9] und [Wil91]; die Martingaltheorie
geht im Wesentlichen auf [Doo53] zuriick.

5.1. Bedingte Erwartungswerte

Zur Motivation betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) und eine Partition
(Bi)ien C F von €, das heifit B; # 0 und B; N B; = ( fiir alle i # j sowie 2, B; = Q. Fiir
alle 7 € N mit P(B;) > 0 definieren wir

P(AN B;)

= Pi(A), A€cF,

ein neues, auf B; konzentriertes Wahrscheinlichkeitsmafl. Sei X eine integrierbare Zufallsva-
riable auf (Q, F,P) mit Werten in (R, B(R)). Wir sehen

1
E; | X] = [ XdP; = X dP; XdP, = ——— X dP.
X] / /Bi * B¢ P(B;) /Bi

=0
Betrachte nun eine neue Zufallsvariable Xy mit
> 1
Xo = E;[X]13p., also Xo(w) = 7/ X dP fir alle w € B;. 5.1
0 1:21 [(X]1g, o(w) F(B) /s, (5.1)

Dabei lassen wir die Summanden mit P(B;) = 0 weg. Die Zufallsvariable X ist also konstant
auf B; fiir alle 4, und es gilt

/B_XOdP:E,.[X} P(B;) :/B_Xdﬂ».

Die Zufallsvariable X ersetzt X also auf jeder Menge B; durch ihren Mittelwert auf B;, siehe
Abbildung 5.1. Dieses Vorgehen kann verallgemeinert werden.

Wir schreiben R := R U {400} fiir die erweiterten reellen Zahlen mit der Borel-o-Algebra
B(®).

Definition und Satz 5.1 (Existenz der bedingten Erwartung). Sei X : (Q, F,P) — (R, B(R))
eine nichtnegative oder integrierbare Zufallsvariable. Dann existiert zu jeder Unter-o-Algebra
G C F eine nichtnegative beziehungsweise integrierbare Zufallsvariable Xo, welche G-messbar

ist (also Xy ' (C) € G fiir alle C € B(R)) und die folgende Aussage erfiillt:
/ XodP = / XdP  fir alle B €g. (5.2)
B B

Die Zufallsvariable X ist P-fast sicher eindeutig bestimmt. Sie wird als E[X|G] geschrieben
und heifit bedingte Erwartung oder bedingter Erwartungswert von X unter G.

Beispiel 5.2. Wir befinden uns in der Situation von Definition und Satz 5.1.
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[ Jp, X AP =P(By) - (1/P(By)) [, X AP

| f Q
By By B3 By "'

Abbildung 5.1.: Die Zufallsvariable X aus (5.1) (gestrichelt) ist auf jeder Menge B; der
Partition konstant gleich dem Mittelwert von X auf B;. Die schraffierte
Flache unter X iiber By und das fett umrandete Rechteck iiber By mit der
Hohe des Mittelwerts haben denselben Inhalt.

(1) Fur G = F gilt Xy = X fast sicher.
(2) Fir G = {0,Q} gilt Xo = E[X], denn

0, falls B = ),

/BE[X] dF = EX]P(B) = {IE[X], falls B = Q,

wie in (5.2) verlangt. Auflerdem ist jede {0, Q}-messbare Zufallsvariable konstant.

Beweis von Definition und Satz 5.1. Wir fithren den Beweis nur fiir X > 0. Fiir integrierbares
X folgt die Existenz dann mit der Zerlegung X = X+ — X .
Ezistenz. Wir nehmen zunéchst zusétzlich E[X] < co an. Wir setzen

Po(B) =P(B) und  Q(B) = /B XdP  fiir alle B € G.

Dann sind Py und @ endliche Mafle auf G, und Py ist sogar ein Wahrscheinlichkeitsmafl. Dabei
gilt

Py(B)=0 = P(B)=0 = Q(B) =0,
also Q < Py. Nach dem Satz von Radon—Nikodym existiert also eine Dichte Xy von @
beziiglich Py, also Q(dw) = Xo(w) Po(dw), welche G-messbar und nichtnegativ ist, und es gilt

/ XdP = Q(B) = / XodP, fiir alle B € G.
B B
AuBlerdem gilt

/ fdPg = / fdP fiir alle G-messbaren Abbildungen f > 0,

B B
wie man mit der Definition des Integrals sieht: Fiir f = 1o mit C' € G gilt dies nach Definition
von Py, fiir einfache Funktionen f =}, b;1¢; folgt es mit der Linearitat, und fiir allgemeine
f > 0 mit dem Satz von der monotonen Konvergenz. Also erfiillt Xy die Gleichung (5.2).

Ist E[X] = o0, so wenden wir das Vorige auf X An, n € N, an. Mit Y;, = E[X A n|G] gilt
Y, < Y,11 fast sicher, wie das Argument im folgenden Eindeutigkeitsteil zeigt, angewandt
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auf {Y,, > Y,11}. Andern wir die Y,, auf einer Nullmenge aus G ab, so ist (Y},)neny monoton

wachsend, und Xy := sup,, Y, erfiillt (5.2) nach dem Satz von der monotonen Konvergenz.
Eindeutigkeit. Sei f > 0 eine weitere G-messbare Abbildung mit (5.2). Fir n € N setzen

wir A, = {Xo > f} N{f <n} G Danngilt [, XodP= [, fdP <n <oound damit

0=E[Xola,] — E[f1a,] = E[(Xo— f)La,].
>0

Also gilt P(A,,) = 0 fiir alle n und wegen {Xo > f} = U,, An auch P(Xy > f) = 0, das heifit
Xo < f P-fast sicher. Analog gilt auch Xy > f P-fast sicher. O

Definition 5.3 (Bedingte Erwartung unter Zufallsvariablen). Seien X : (Q, F,P) — (R, B(R))
eine nichtnegative oder integrierbare Zufallsvariable und Y;: (Q, F,P) — (4, F;), i € I,
Zufallsvariablen. Sei

G = o((Viier) = o (UL, 1 (4): As € R}

i€l
die von (Y;);cs erzeugte o-Algebra. Dann bezeichnet
E[X|(Yd)ier] = E[X|G]
den bedingten Erwartungswert von X bedingt auf (Y;)icr.

Beispiel 5.4. Die Zufallsvariable X : (Q, F,P) — ([0, 1], B([0,1])) sei die Wahrscheinlichkeit
fiir eine Person, schwer an Covid zu erkranken. Die Zufallsvariable Y: (Q, F,P) — (Np, P(Np))
sei das Alter der Person. Wir suchen E[X|Y]. Da

G=0o(Y)={Y Y (M): M CNo} =o({Y*({n}): n € Ng}),

geniigt es, eine auf den Mengen A,, .= Y~ 1({n}) € F, n € Ny, konstante Zufallsvariable
E[X|Y] zu finden mit

/ XdP = / E[X|Y]dP fiir alle n € No. (5.3)
Ap Anp

Jede Menge aus G ist ndmlich eine abzdhlbare disjunkte Vereinigung von Mengen A,,, sodass
(5.2) aus (5.3) mit der o-Additivitat des Integrals folgt. Die Zufallsvariable

4 X dP

BIX|Y]() = "5

falls w € A, mit P(4,,) > 0,

und E[X|Y](w) = 0 auf den Nullmengen A, mit P(A,) = 0, erfiillt dies. Der Wert
Ja, X dP/P(A,) ist das erwartete Risiko einer n Jahre alten Person.

Satz 5.5 (Faktorisierungslemma). Seien T: (Q,F) — (®,G) und f: (Q,F) — (R, B(R))
messbare Abbildungen. Dann ist f genau dann messbar beziglich o(T), wenn eine messbare
Abbildung g: (,G) — (R, B(R)) existiert mit f = go T, siehe Abbildung 5.2.

Beweis. Ohne Beweis. O

Speziell ist in der Situation von Definition 5.3 die Zufallsvariable E[X|(Y;)icr] messbar
beztiglich o((Y;)ier). Wegen des Faktorisierungslemmas, Satz 5.5, angewandt auf 7" = (Yi)ier,
existiert eine messbare Abbildung g: (X;c; i, Q;er Fi) — (R, B(R)) mit

E[X|(Yi)ier] = 9((Ya)icr) P-fast sicher.
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Abbildung 5.2.: Das Faktorisierungslemma: Eine o(7')-messbare Abbildung f faktorisiert
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Abbildung 5.3.: Die bedingte Erwartung E[X|Y] ist o(Y)-messbar und faktorisiert daher als
g oY sie hidngt von w nur tiber die Beobachtung Y (w) ab.

Insbesondere schreiben wir fiir eine Zufallsvariable Y: (2, F) — (®,G) und y € ®

EX]Y =y]:=g(y)

und nennen dies die bedingte Erwartung von X unter dem Ereignis {Y = y}. Man beachte,
dass ¢ nur PY-fast sicher eindeutig bestimmt ist.

Die bedingte Erwartung E[X|Y] ist der gemittelte (erwartete) Ausgang von X bedingt auf
die (zufallige) Beobachtung Y, siche Abbildung 5.3. Fiir alle A € G gilt

/ XdIP:/ E[X\Y]dIF’:/ goYdIP’:/gd]P’Y.
Y —1(A) Y —1(A) Y —1(A) A

Lemma 5.6 (Eigenschaften der bedingten Erwartung). Seien X,Y nichtnegative oder
integrierbare Zufallsvariablen auf (Q, F,P) mit Werten in (R, B(R)), und seien H C G C F
zwet Unter-o-Algebren von F. Dann gilt:

E[E[X|G]|H] = E[X|H] (Turmeigenschaft), (5.4)
X G-messbar = E[X|G] =X P-fs., (5.5)
X=Y Pfs = E[X|G]=E[Y|G] P-fs., (5.6)
X =a P-fs. (konstant) = E[X|G] =a P-fs. (5.7)
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Fiir integrierbare X,Y gilt auflerdem:

ElaX + Y |G] = aE[X|G] + BE[Y|G] P-fs. fir alle o, B € R, (5.8)
o(X) und G unabhingiy — E[X|G] = E[X] P-fs., (5.9)
X <Y P-fs. = E[X|G] <E[Y|G] P-fs., (5.10)
ELX|G]| <E[X||g) P-fs. (5.11)

Ist (X,,)nen eine monoton wachsende Folge nichtnegativer Zufallsvariablen, so gilt (Satz von
der monotonen Konvergenz)

sup E[X,|G] = E[sup X,,[g] P-fs. (5.12)
neN neN

Ist (Xp)nen eine Folge mit X,, — X P-fast sicher und | X,,| <Y P-fast sicher fiir alle n € N,
wobei Y integrierbar ist, so gilt (Satz von der majorisierten Konvergenz)

lim E[X,|d] = E[X|G] P-fs. (5.13)

Ist X eine integrierbare Zufallsvariable mit Werten in einer offenen Menge U C R und
f: U — R konvex mit f(X) integrierbar, so hat E[X|G] P-fast sicher Werte in U, und es gilt
(Jensensche Ungleichung)

J(E[X|G]) < E[f(X)|g] P-fs. (5.14)

Ist X G-messbar und sind X,Y > 0, oder gilt E[|XY|] < co und E[|Y]|] < oo (etwa wenn
E[|X ] < oo und E[|Y]9] < oo fiir p,q € [1,00] mit 1/p+1/q=1), so gilt

E[XY|G] = XE[Y|G] P-fs. (5.15)

Beweis. Zu (5.4): Fiir alle A € H gilt wegen A € G

/AIE[E[X|Q]|7-L] dP:/AE[Xyg]dPZ/AXdP:/AE[Xm] dp

Da E[E[X|G]|H] H-messbar ist, folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeit in Definition und
Satz 5.1.

Zu (5.5): Dies ist ein Spezialfall von (5.15) mit Y =1 und (5.7); es folgt aber auch direkt,
da X selbst G-messbar ist und (5.2) erfiillt.

Zu (5.6): Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle B € G

/BE[X]g]dIP’:/BXd]P’:/BYdP:/BE[Y\Q]dP

Zu (5.7): Fir alle B € G gilt

/BE[Xyg]dPZ/BXdP:/BadP,

und die Konstante « ist G-messbar.
Zu (5.8): Fiir alle B € G gilt

/BE[QXJrﬁng d]P’:/BaX—l—ﬁY dIP’—a/ XdP+5/ Y dP

= [ («E[X|G] + BE[Y]|G]) dP

U:J
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und die rechte Seite ist G-messbar.
Zu (5.9): Fiir alle A € G gilt wegen der Unabhéngigkeit von X und 1 4

/ E[X|G] dP = E[X14] = E[X]P(4) = / E[X]dP.
A A
Zu (5.10): Sei A .= {E[X|G] > E[Y|G]} € G. Dann gilt

0< /A(]E[X|g] _E[Y|g]) dP = /A (X<—OY) dP < 0.

Da der Integrand links auf A strikt positiv ist, folgt P(A) = 0.
Zu (5.11): Dies folgt aus (5.10) und (5.8) mit X = X — X, wobei X*, X~ > 0, denn

[E[X|G]| = [E[XT|G] — E[X"|G]| < E[XT|g] + E[X"|g] = E[|X||g].

Die Aussagen (5.12), (5.13) und (5.14) sind eine Ubungsaufgabe.

Zu (5.15): Seien zunéchst X,Y > 0. Wir setzen X,, :=27"[2"X |. Dann ist X,, G-messbar
mit Werten in 27"Ng U {co}, und es gilt X, T X sowie X, E[Y|G] T XE[Y|G]. Mit dem Satz
von der monotonen Konvergenz folgt fiir alle A € G

E[14X,E[Y|9]] —— E[14XE[Y|G]].

Andererseits gilt, da AN {X,, = k27 "} € G fiir alle k,

E[14X,E[Y[G)] =Y E[lalix, _4o-n}k2 "E[Y|G]] = > E[lal(y,_jo-n k2 "Y]
k=1 k=1
=E[14X,Y] —— E[14XY].
n—oo

Also gilt E[14XE[Y|G]] = E[14XY] fiir alle A € G, und da XE[Y'|G] G-messbar ist, folgt die
Behauptung. Im allgemeinen Fall nutzen wir die Zerlegungen X = X+ - X, Y =Y+t - Y~
und die Linearitét. O

Definition 5.7 (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Seien (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
G C F eine Unter-o-Algebra und A € F. Dann heifit

P(A|G) = E[1 4]G]
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter G.
Speziell fur G = {0, B, B¢,Q} mit P(B) € (0,1) ergibt sich

(AN B) P(AN B°)
P(B) P(B)

P
P(A|G) = E[14|G] = 1p+ 1pc =P(A|B)1g + P(A|B)1pe,

denn die rechte Seite ist G-messbar, und fiir C' € G gilt
/ (P(A|B)15 + P(A|B)Lge) dP = P(A|B) B(C N B) + P(A|B°) P(C N B°)
C
0, C =10,
P(ANB =B
_ ( )7 C ) ::P(AJWCD :L/ 1AdE{
P(ANB°), C=B° c
P(A)a C=1qQ,

Die bedingte Wahrscheinlichkeit unter G verallgemeinert also die elementare bedingte Wahr-
scheinlichkeit aus Definition 0.15.
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Satz 5.8 (Variationelle Charakterisierung der bedingten Erwartung). Seien X € L%(Q, F,P),
das heift E[X?] < oo, und G C F eine Unter-o-Algebra. Dann ist E[X|G] bis auf P-fast sichere
Gleichheit die einzige G-messbare Zufallsvariable Xo € L*(Q, F,P), fiir die der Abstand

E[(X — X0)?]

minimal wird.

)/ Xo = E[X|]]
Y L*(9/G,P)

Abbildung 5.4.: Die bedingte Erwartung E[X|G] als orthogonale Projektion von X auf den
Unterraum der G-messbaren quadratintegrierbaren Zufallsvariablen. Fiir jedes
andere G-messbare Y gilt nach Pythagoras E[(X — Y)?] = E[(X — X)?] +
E[(Y — Xo)?].

Beweis. Sei X = E[X|G]. Nach der Jensenschen Ungleichung (5.14) mit f(x) = 22 gilt
X2 < E[X?|G], also Xy € L. Sei Y € L*(Q, F,P) G-messbar. Nach der Cauchy—Schwarz-
Ungleichung ist XY integrierbar, und mit (5.4) fir H = {0, Q} sowie (5.15) gilt

E[XY] = E[E[XY|G]] = E[Y E[X|G]] = E[X,Y]. (5.16)
Damit folgt, unter Verwendung von (5.16) fiir Y und fiir Xy an Stelle von Y,

E[(X —Y)?] —E[(X — Xo)?] = E[X?] - 2E[XY] + E[Y?] — E[X?] + 2E[X X,] — E[X}]
C19 Bly?) — 2B [X,Y] + E[X2] = E[(Y — Xo)?] > 0.

Also gilt E[(X —Y)?] > E[(X — X)?] fiir alle G-messbaren Y € L?, das heiit, X ist minimal,

siehe Abbildung 5.4. Falls E[(X — X()?] = E[(X — Y)?], so folgt E[(Y — X()?] = 0, also

Y = X P-fast sicher. Dies ist die gewiinschte Eindeutigkeit. O

Bemerkung. Die bedingte Erwartung E[X|G] ist die beste G-messbare Vorhersage fiir X im
quadratischen Mittel.

5.2. Filtrationen und stochastische Folgen

Definition 5.9 (Filtration, stochastische Folgen, Vorhersehbarkeit). Seien (€2, F,P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum und (F,)nen, eine Folge von o-Algebren mit o C F; C --- C F. Dann
nennt man (F,)nen, eine Filtration. Eine Folge (X, )nen, von R-wertigen Zufallsvariablen
auf (Q, F,P) mit der Eigenschaft, dass X,, messbar beziiglich F,, ist fiir alle n € Ny, heifit
stochastische Folge, und auch (X, Fn)nen, wird stochastische Folge genannt; man sagt auch,
(Xn)nen, ist adaptiert an (Fp)pen,- Gilt Xo = 0 und X,, < X4 P-f:s. fiir alle n € Ny, so
heifit die stochastische Folge wachsend. Ist X,, sogar beziiglich F,,_; messbar fiir alle n € N,
so heiflt die stochastische Folge vorhersehbar.
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5.3. Martingale

Definition 5.10 (Martingal). Eine stochastische Folge (X, Fp)nen, auf (22, F,P) heifit
Martingal, falls gilt:

E[|X,|] < oo fir alle n € N, (5.17)
E[Xyq1|Fn] = X, P-fs. fur alle n € Np. (5.18)

Die stochastische Folge heifit Submartingal, falls (5.17) gilt und
E[Xpi1|Fn] > X, P-fs. fir alle n € Ny,
und Supermartingal, falls (5.17) gilt und
E[Xpi1|Fn] < X, P-fs. fir alle n € Ny.

Bemerkung. Durch Bilden des Erwartungswerts in (5.18) sehen wir: Die Abbildung n — E[X,]
ist fur Martingale konstant, fiir Submartingale wachsend und fiir Supermartingale fallend.

Beispiel 5.11.

(i) Irrfahrt. Seien (X, )nen, stochastisch unabhéngige, integrierbare Zufallsvariablen mit
E[X,] = 0 fiir alle n € Np. Dann ist

neNp

(Sn — f:x Fn = o(Xo,. .. ,Xn))
1=0

ein Martingal. Es gilt ndmlich E[|S,|] < > I ( E[|X;|] < oo, und mit (5.5) und (5.9)

folgt
n+1 n
E[Sps1|Fn] = > E[Xi|Fu] =D X + E[Xpi1] = Sh.
=0 =0

(ii) Produkte. Sind die X; wie in (i) stochastisch unabhéngig, aber mit E[X;] = 1 und
E[|X;]] < oo, so ist

(Pn — ﬁX Fn =0(Xo, ... ,Xn)>

i—0 n€Np

ein Martingal, denn wegen der Unabhéngigkeit gilt E[|P,|] = [[ivo E[|-Xi|] < oo, und
mit (5.15) folgt

n+1
E[Po1|Fo] = E[]] X;
=0

Fol = T1 X E[Xnp1] = Pa.
=0

(iii) Summen nichtnegativer Zufallsvariablen. Sind X,, > 0 fiir alle n € Ny beliebige in-
tegrierbare Zufallsvariablen, so ist S, == > " ; X; ein Submartingal beziiglich F;,, =
o(Xo,...,Xp), denn

E[Snt1|Fn] =Y X + E[Xp41|Fn] = Sn.

=0 >0

(iv) Doob-Martingal. Ist X eine Zufallsvariable mit E[|X|] < co und Fy C F; C --- C F eine
Filtration, so ist (E[X|F,], Fn)nen, ein Martingal. Dies folgt aus der Turmeigenschaft
(5.4).
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(v) Konvexe Funktionen von Martingalen. Ist (X, Fp)nen, €in Martingal und ¢g: R — R
konvex mit E[|g(X,)|] < oo fiir alle n € Ny, so ist (¢(Xy), Fn)nen, €in Submartingal.
Mit der Jensenschen Ungleichung (5.14) gilt ndmlich E[g(Xp,41)|Fn] > 9(E[Xp11|Fn]) =

9(Xn).
Bemerkung 5.12.

(i) Fiir Zufallsvariablen (X,,)nen, heiit
Fn=0(Xo,...,Xn), n € N,

die kanonische Filtration. Insbesondere ist (X, Fn)nen, dann stets eine stochastische
Folge.

(ii) Mit Beispiel 5.11 (v) ist (S2)nen, mit (Sp)nen, aus Beispiel 5.11 (i) ein Submartingal,
sofern zusétzlich E[X?2] < oo fiir alle i € Ny gilt.

(iii) Bedingte Erwartungen haben wir bisher fiir nichtnegative oder integrierbare Zufalls-
variablen erklirt. Sei nun X eine beliebige R-wertige Zufallsvariable auf (£, F,P).
Fiir eine Unter-o-Algebra G C F existieren stets E[X1|G],E[X ~|G] € [0, cc], wobei
X+ =max{0,X} und X~ = —min{0, X }. Gilt fiir

A= {w e A EXT|G](w) <oo} und B:={weQ:EX|G](w) < oo},
dass P(AN B) =1, so ist
E[X|G] = E[XT|G] —E[X|G] P-fs.
wohldefiniert.

(iv) Seien (Xp)nen, Zufallsvariablen auf (2, F,P) mit Werten in (R, B(R)) und (F,)nen,
eine Filtration, an die (X,,) adaptiert ist. Wir nennen (X,,, Fp)nen, €in verallgemeinertes
Martingal, wenn E[X,,11|F,] fir alle n € Ny im Sinne von (iii) P-f.s. wohldefiniert ist
und

E[ Xy i1|Fn] = X, P-fs. fur alle n € Ny.

Satz 5.13 (Weitere Eigenschaften von Martingalen).

(i) Die Folge (Xn)nen, st genau dann ein Sub- (Super-)Martingal, wenn (—X,)nen, €in
Super- (Sub-)Martingal ist.

(ii) Sind (Xn)nen, und (Yn)nen, (Sub-, Super-)Martingale, so ist (a X, + bYy)nen, fir alle
a,b >0 ein (Sub-, Super-)Martingal.

(iii) Sind (Xp)nen, und (Yn)nen, Supermartingale, so ist auch Z, = X, \'Y, ein Super-
martingal.

(iv) Sei (Xp)nen, €in Supermartingal mit E[Xr] > E[Xo] fir ein T € No. Dann ist
(Xn)n=0,....7 ein Martingal. Gibt es sogar eine Folge T}, — oo mit E[X7, | > E[Xo]
fir alle k, so ist (Xp)nen, ein Martingal.

Bemerkung. Mit (i) gelten die entsprechenden Aussagen (iii) und (iv) auch fir Submartingale,
mit X, V'Y, statt X, AY, und E[X7] < E[X(] statt E[X7] > E[Xy].
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Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen direkt aus der Linearitdt (5.8) der bedingten
Erwartung.

Zu (iii): Wegen |Z,| < |X,| + |Ya| gilt E[|Z,|] < oo fir alle n, und Z,, ist F,-messbar. Mit
der Monotonie (5.10) der bedingten Erwartung und der Supermartingaleigenschaft von (X,,)
gilt

E[Zn’]:n—ﬂ < E[Xn|fn—1] < Xn—la
und ebenso E[Z,|F,—1] < Y,_1. Also folgt E[Z,|Fn—1] < min{X,,_1,Y,—1} = Z,_1.

Zu (iv): Fir n < T setzen wir Y}, := E[X7|F,]. Dann ist (Y;,)n=0,.. 7 nach Beispiel 5.11 (iv)
ein Martingal, und wegen der Supermartingaleigenschaft (iteriert mit der Turmeigenschaft)
gilt Y, < X,,. Also folgt

E[Xo] < E[X7] = E[Y7] = E[Y,] < E[X,] < E[X0].

Daher gilt E[X,, — Y,] = 0 mit X,, —Y;, >0, also ¥;, = X,, P-f.s., und (X,,)n—=0,... 7 ist ein
Martingal. Sei nun T} 1 co. Dann existiert zu jedem n € N ein k£ mit T > n, und nach dem
ersten Teil gilt E[X,,|Fp—1] = Xpn—1. Also ist (Xp)nen, ein Martingal. d

5.4. Diskrete stochastische Integrale

Definition 5.14 (Diskrete stochastische Integrale). Sei (X,,, Fp)nen, €ine stochastische Folge
und (Hp,)nen vorhersehbar beziiglich (F,,). Wir definieren den stochastischen Prozess

(H-X)p=Y_ Hn(Xm—Xm_1), neN,

m=1

und nennen ((H - X))y )nen, das diskrete stochastische Integral von H beziiglich (X,,). Ist (X5,)
ein Martingal, so wird ((H - X ), )nen, auch Martingaltransformierte von X genannt.

Bemerkunyg.
(i) Die Folge ((H - X)n)nen, ist an (F,) adaptiert.

(ii) Wir konnen das Integral als Spiel mit Spielstrategie (H,)nen interpretieren. Dabei
repréasentiert X, — X,,_1 den (zufélligen, eventuell fairen) Spielgewinn pro Einsatz in
der n-ten Runde, und H,, ist der Einsatz in Runde n. Dieser muss mit der Information
der Runden 0,...,n — 1 erfolgen und nicht mit der Information der Runde n; genau
das driickt die Vorhersehbarkeit aus.

(iii) Ist (X,,) ein faires Spiel, also ein Martingal, und ist (H,) lokal beschrankt, das heifit,
es gilt |H,| < K, < oo fiir Konstanten K,, und alle n € N, so ist ((H - X)n)nen, €in
Martingal. Wegen |(H - X)n| < Yor 1 K (| Xom| + [ Xm—1]) ist (H - X),, integrierbar,
und mit (5.15) gilt

E[(H ’ X)”'H"Fn] = E[(H ’ X)n + Hn-‘rl(Xn-‘rl - Xn)’]:n]
= (H ' X)n —+ Hn—l—lE[Xn-‘rl - anfn] = (H : X)n

Satz 5.15 (Stabilitédtssatz fiir stochastische Integrale). Sei (X, Fn)nen, eine reellwertige
stochastische Folge mit E[| Xo|] < oo.

(i) Die Folge (X,,) ist genau dann ein Martingal, wenn fir alle lokal beschrankten, vorher-
sehbaren Prozesse (H,,) das stochastische Integral ((H - X)) ein Martingal ist.
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(ii) Die Folge (X,,) ist genau dann ein Sub- (Super-)Martingal, wenn ((H - X),) fir alle
lokal beschrinkten, vorhersehbaren Prozesse (Hy) mit H, > 0 fir alle n ein Sub-
(Super-)Martingal ist.

Beweis. Zu (i): Die Richtung ,,=* haben wir in der vorangehenden Bemerkung gezeigt.
Zu ,<“: Wir wahlen ny € N und H,, = 1{n = ng}. Dann ist (H - X),,—1 = 0 und
(H-X)py = Xny — Xng—1- Da (H - X),,, integrierbar ist, folgt induktiv aus E[| X¢|] < oo, dass
E[| X,|] < oo fiir alle n € Ny. Weiter gilt

0= E[(H : X)no’]:no—l} = E[Xno“’rno—l} - Xno—l'

Da ng beliebig war, ist (X,,) ein Martingal.
Aussage (ii) zeigen wir analog zu (i); fiir ,=“ verwenden wir H,, 11 > 0 in der vorangehenden
Rechnung. O

Beispiel 5.16 (Petersburger Spiel). Wir betrachten die symmetrische Irrfahrt X,, = >i"; D;,
Xo = 0, mit unabhéngigen, auf {—1, 1} gleichverteilten Zuwédchsen D;, das heifit P(D; = 1) =
P(D; = —1) = 1/2, sowie die Strategie

Hy =1, H,=2""1{D,=---=D, 1 =-1}, n>2.

Wir verdoppeln also den Einsatz, solange wir verlieren, und héren nach dem ersten Gewinn
auf. Die Strategie (H,,) ist vorhersehbar und lokal beschriankt. Dann ist

Sn=> HiD;=(H-X),
=1

der Gewinn bis zur Runde n, und (.S,) ist nach Satz 5.15 ein Martingal. Insbesondere gilt
E[S,] = E[So] = 0 fiir alle n € Ny. Andererseits gilt S,, = 1, sobald das erste Mal D; = 1
eintritt, denn 2771 — Z?;ll 2i=1 = 1. Da dies fast sicher irgendwann geschieht, folgt S,, — 1
P-f.s., obwohl E[S,] = 0 fiir alle n gilt. Auf {D; = --- = D,, = —1}, einem Ereignis der
Wahrscheinlichkeit 27", ist dagegen S, = —(2" — 1).

5.5. Doob-Meyer-Zerlegung und quadratische Variation

Satz 5.17 (Doob-Meyer-Zerlegung). Sei (X, Fn)nen, €ine adaptierte, integrierbare sto-
chastische Folge. Dann existieren ein Martingal (M, Fn)nen, und eine vorhersehbare Folge
(An, Frn)nen,, sodass

X, =M, + A, P-fs. fuir alle n € Ny.

Mit der Festlegung Ag = 0 ist diese sogenannte Doob-Meyer-Zerlegung eindeutig bestimmd.
Die Folge (A;,) heifst Kompensator von (X,,). Weiter ist (Ay,) genau dann nicht-fallend, wenn
(Xn) ein Submartingal ist.

Beweis. Wir setzen My := Xy, Ag:=0und firn € N

n—1 n—1
M, = My + Z(Xj-i-l — E[Xj.;.l’]:j]), Ap = Z(E[Xj-‘rl‘f:j] - Xj)'
j=0 4=0

Dann ist (M, F,) ein Martingal, denn M, ist integrierbar und F,,-messbar, und es gilt

E[Mn‘]:nfl] =M, 1+ E[Xn - E[Xn‘fnfl]’fnfl] =M, 1.

=0
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Die Folge (A,,, F,,) ist vorhersehbar, da A,, nur von F,,_;-messbaren Grofien abhéngt, und
An+1 - An = E[Xn—&—l‘fn] - Xn

ist genau dann fir alle n nichtnegativ, wenn (X,,) ein Submartingal ist. Aulerdem gilt
X, = M, + A,, da sich die Summen teleskopartig aufheben.
Zur Eindeutigkeit sei X,, = M + A} eine weitere solche Zerlegung mit Ay = 0. Dann gilt

;1+1 - A;z = (An-H - An) + (Mn-H - Mn) - ( r/z+1 - M;L)?

und da A7, | — A}, und A, 11 — A, beide Fj,-messbar sind, folgt durch Bilden der bedingten
Erwartung

Wegen Ay = Aj = 0 folgt A, = A, fur alle n € Ny, und daraus M,, = M) P-f.s. O

Definition 5.18 (Quadratische Variation). Sei (X, F)nen, €in quadratintegrierbares Mar-
tingal, das heift, es gilt E[X?2] < oo fiir alle n € Ny. Die eindeutige vorhersehbare stochastische
Folge (Ap)nen, mit Ag = 0, fiir die (X2 — A, )nen, ein Martingal ist, heifit quadratischer
Variationsprozess von (Xp)nen, und wird mit ((X),)nen, bezeichnet.

Bemerkung.

(1) Nach dem Beweis von Satz 5.17, angewandt auf (X2), gilt

(E[X?|Fiia) = X21) = Y E[X? — X2 | Fi]
=1

-

N
Il
—

<X>n =

I
AM:

Il
—

(E[(Xz — X 1)%Fim] —2X2, + 2E[Xi—1Xi|-Fz’—l])

—9x2
=2Xi

)

= En:E[(Xz — Xi-1)*|Fica],
i=1

und

E[(X)a] = E[X2] ~ E[X]] = Var(X, — Xo).

(2) Da (X2) nach Beispiel 5.11 (v) ein Submartingal ist, ist ((X),)nen, nach Satz 5.17
nicht-fallend.

Beispiel 5.19 (Irrfahrt). Seien (X, )nen stochastisch unabhéngige, quadratintegrierbare
Zufallsvariablen mit E[X,,] = 0 fiir alle n. Dann ist S, == > ; X;, So = 0, ein quadratinte-
grierbares Martingal beziiglich der kanonischen Filtration, denn mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung gilt

n

E[S)] = ) E[X:Xj] < zn: VEXZE[X?] < .

ij=1 ij=1
Weiter gilt mit der Unabhéngigkeit (5.9)
(S)n =D E[(Si — Si-1)*|Fia] = Y _EBIX7|Fia] = Y E[X]].

i=1 i=1 =1
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Beispiel 5.20 (Diskrete Ito-Formel). Sei X = (X, )nen, ein Martingal mit | X, — X,,—1| =1
P-f.s. fir alle n € N und X = z9 € Z. Sei f: Z — R beliebig. Dann ist (f(X,))nen, €in
integrierbarer, adaptierter Prozess, denn

|f(Xn)| < max{|f(z)|: x € {zo —n,...,x0 +n}}.

Wir bestimmen die Doob-Meyer-Zerlegung von (f(X,,)). Dazu betrachten wir die diskreten
Ableitungen

Play = LEFVTEZD iy = pa 1) 4 o+ 1) - 2f),

und setzen F), == f'(X,—1) und F/ = f”(X,,—1). Dann gilt

f(anl + 1) - f(anl) fir X, = X, 1 + 1, (1)

f(Xn) = f(Xn1) = {f(Xn—l —1)— f(Xp—1) fir X, =X,-1—-1. (2)

Im Fall (1) gilt mit der Abkiirzung = := X,,_1

fle+1) = fz)=5(fz+1) = fz = 1) + 5(f(x = 1) + fz +1)) — f(2)
= f(Xn-1)(Xn — Xn-1) + 3f"(Xn-1) = F)y(Xn — Xn1) + 3F),

und im Fall (2) erhalten wir mit derselben Rechnung ebenfalls f(X,,—1 — 1) — f(Xp—1) =
F! (X, — X,—1) + (1/2)F). Summation iiber n liefert die diskrete Ito-Formel

F(Xn) = f(Xo)+ D f (X)) (Xi — Xi1) + D 5" (Xi)
i=1 =1
= f(Xo) + (F- X)u+ Y 3F/
Martingal i’_,
Kompensator

Der Kompensator ist vorhersehbar, und (F” - X),, ist ein diskretes stochastisches Integral mit
vorhersehbarem und lokal beschranktem Integranden F’, also nach Satz 5.15 ein Martingal.
Gilt f” >0, ist also f (diskret) konvex, so ist (f(X;)) ein Submartingal.
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6. Optional Sampling und Optional Stopping

Zu diesem Kapitel vergleiche man [Klel3, Kapitel 10] und [Wil91].

Wir wollen im Folgenden anstelle von stochastischen Folgen etwas allgemeiner von sto-
chastischen Prozessen sprechen, also von adaptierten Familien (X, F¢)er, wobei I C R die
Indexmenge ist (und nicht nur Np), und (F;)er eine Filtration mit Fy C F; C F fiir alle
s < t. (Sub-, Super-)Martingale sind dann analog definiert, fir Martingale etwa durch

E[X:|Fs] = Xs P-fs. fir alle s < ¢.

6.1. Stoppzeiten

Definition 6.1 (Stoppzeit). Eine Zufallsvariable 7 mit Werten in I U {oco} heiit Stoppzeit
beziiglich der Filtration (F;)ier, falls fir alle ¢ € I gilt

{Tft} c F;.

Bemerkung. Die Idee ist: F; ist die Kenntnis zum Zeitpunkt ¢, und die Frage, ob das Ereignis
{r <t} eingetreten ist, soll mit dieser Kenntnis beantwortbar sein.

Beispiel 6.2 (Kontaktzeit). Sei (X,,, Fp)nen, eine stochastische Folge mit Werten in (R, B(R))
und sei K € B(R). Die Zufallsvariable

TK ‘— inf{nGNo: Xn GK}v

mit der Konvention inf () := oo, ist eine Stoppzeit. Intuitiv kann der Erstkontakt mit K mit
dem Wissen iiber den Pfad bis zum Erstkontakt entschieden werden. Formal gilt

n
{rk <n}=|J{Xi€ K} € F.
i=0
Dagegen ist der letzte Aufenthalt sup{n € Ny: X,, € K} im Allgemeinen keine Stoppzeit,
denn um zu entscheiden, ob er bis zur Zeit n eingetreten ist, miissen wir die Zukunft nach n
kennen; siche Abbildung 6.1.
Lemma 6.3 (Kombination von Stoppzeiten). Seien o, Stoppzeiten. Dann gilt:
(i) Die Zufallsvariablen oV 7 und o A T sind Stoppzeiten.
(ii) Falls o,7 > 0, so ist o + T eine Stoppzeit.
(iii) Ist s >0, so ist T + s eine Stoppzeit, jedoch im Allgemeinen nicht T — s.
Beweis. Zu (i): Fur t € I gilt

{rveo<tit={r<t}n{o<t}eFH und {tAoc<t}={r<t}u{o <t} e F.
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K sup{n: X,, € K} S n

Abbildung 6.1.: Kontaktzeit 7x eines Pfades mit K = [a,00): Ob 7x < n gilt, lasst sich am
Pfad bis zur Zeit n ablesen. Fir den letzten Aufenthalt in K ist das nicht
der Fall: Erst die Zukunft entscheidet, ob der Pfad noch einmal nach K
zuriickkehrt.

Zu (ii): Sei t € I. Nach (i) sind 7 At und o At Stoppzeiten, da die Konstante ¢ eine Stoppzeit
ist. Also gilt fiir alle s < ¢, dass {7 At < s} € Fs C Fi, und fiir s > ¢t gilt {7 At < s} = Q.
Somit sind 7 A £, und ebenso o A t, messbar beziiglich F;, und damit auch

=FAt)+1{r>t} und o = (cAt)+1{oc >t}
sowie 7/ + o’. Wegen o, 7 > 0 gilt
{f+o' <t} ={rAt)+1{r >t} +(ont)+1{o >t} <t} ={r+0o <t}

denn ist 7 > t oder o > t, so sind beide Seiten verletzt, und andernfalls gilt 7/ = 7 und
o' = 0. Also folgt {7+ 0 <t} € F.

Zu (iii): Da die Konstante s eine Stoppzeit ist, folgt die erste Aussage fiir 7 > 0 aus (ii).
Direkt sehen wir dies etwa fiir I = [0, 00) oder fir I = Ny und s € Ng: Fur ¢ € I mit ¢t > s gilt

{T+S§t}:{7§t—8}€ft_sc./?t7
und fir t < s ist {7+ s <t} =0 € F. Fiir 7 — s erhalten wir dagegen nur
{r—s<t}={r<t+s} € Firs D Fy

und Fi4s ist im Allgemeinen echt grofer als Fy. O

6.2. Die 7-Vergangenheit

Definition 6.4 (7-Vergangenheit). Sei 7 eine Stoppzeit. Dann heifit
Fr={AeF: An{r<t}e Ffiraletel}
die o-Algebra der T-Vergangenheit.

Beispiel. Wir betrachten die Kontaktzeit 7 := 7, ) aus Beispiel 6.2 mit K = [a, 00) fiir ein
a € R, sowie fiir ein § > 0 die Ereignisse

A::{:;JI\%)OX”>CL—5}, B::{:g£0Xn>a+5}.

Dann gilt {7 <t} C A, also AN{r <t} ={r <t} € F fur alle ¢, und somit A € F,. Zur
Zeit T wissen wir also, dass A eingetreten ist. Dagegen gilt im Allgemeinen B ¢ F,, da zur
Zeit T noch unklar ist, ob B eintreten wird.
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Lemma 6.5. Sind o, 7 Stoppzeiten mit o < 7, so gilt Fo C Fr.

Beweis. Seien A € F, und t € I. Dann gilt An{o <t} € F; und {7 < t} € F,. Wegen
{r <t} C {o <t} folgt

An{r <t}=(An{o <t})n{r <t} e F. O
Lemma 6.6. Sei (X, Fn)nen, eine stochastische Folge und T < oo eine Stoppzeit. Dann ist
X (W) =XrWw), weq,
messbar beziglich F.

Beweis. Seien A € B(R) und n € Ny. Fir alle m < n ist {r = m} N {X,, € A} messbar
beziiglich F,,, und es gilt F,, C F,. Also folgt

{(Xredin{r<n}=J {r=m}n{X, € 4}) € F,. O

m<n

€Fm

6.3. Optional Sampling

Lemma 6.7 (Gestoppte Martingale). Sei (X, Fn)nen, €in Martingal, T € No und 7 eine
Stoppzeit mit T < T. Dann gilt

X, =E[X7|F,] P-fs. und  E[X,] =E[Xo]

Beweis. Nach Lemma 6.6 ist X, messbar beziiglich F,, und wegen [X;| < 37, o7 [X,] ist
X, integrierbar. Sei A € F,. Dann gilt {r = n} N A € F, fir alle n € Ny, und mit der
Martingaleigenschaft X,, = E[X¢|F,] fur n < T folgt

E[X’T]IA] = Z E[Xn]l{‘r:n}ﬂA] = Z E[E[XT‘Fn]]l{Tzn}ﬂA]

n<T n<T
=Y E[Xrl{r—pyna) = E[X714].
n<T

Also ist X, = E[X7|F;]. Mit A = Q und der Martingaleigenschaft folgt E[X,;]| = E[X7] =
E[Xo]. O

Satz 6.8 (Optional Sampling Theorem). Sei X = (X;,)nen, €in Supermartingal und seien
o < 1 Stoppzeiten. Dann gilt:

(i) Ist T <T fiir ein T € Ny, so gilt
E[X7|Fo] < Xo
und insbesondere E[X;] < E[X,]. Ist X ein Martingal, so gilt Gleichheit.
(ii) Ist X >0 und 7 < oo P-f.s., so gilt

E[X,] <E[Xo] < oo, E[X, <E[Xo]<oo und E[X,|F,]<X,.

(iii) Ist X nur adaptiert und integrierbar, so ist X genau dann ein Martingal, wenn E[X ] =
E[Xo] fir alle beschrankten Stoppzeiten T gilt.
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Beweis. Zu (i): Sei X = M+ A die Doob-Meyer-Zerlegung aus Satz 5.17, wobei A vorhersehbar
und nicht-steigend mit Ag = 0 und M ein Martingal ist. (Nach Satz 5.17 und Satz 5.13 (i)
ist der Kompensator eines Supermartingals nicht-steigend.) Wegen o < 7 gilt A, > A,. Mit
Lemma 6.7, angewandt auf M, der Monotonie der bedingten Erwartung, der Turmeigenschaft
und Lemma 6.5 folgt

XU:AU+MU :E[AJ+MT‘F0] ZE[AT_‘_MT‘FO']
= E[A, + E[Mr|F)|Fs] = E[4; + M, |F,] = E[X,|F,].

Dabei haben wir verwendet, dass A, nach Lemma 6.6 F,-messbar ist. Ist X ein Martingal,
so ist A =0, und es gilt iiberall Gleichheit.

Zu (ii): Wegen 7 < oo P-f.s. gilt X;a, — X, fiir n — oo P-f.s. Nach (i), angewandt auf die
beschriankten Stoppzeiten 0 < 7 A n, gilt E[ X A,] < E[X(] fur alle n € Nyg. Mit dem Lemma
von Fatou, anwendbar wegen X > 0, folgt

E[X] < lim inf E[X; ] < E[Xo] < oc.

Analog gilt E[X,| < E[X(]. Seien nun m,n € Ny mit m > n. Dann gilt 7 Am > ¢ An, und
mit (i) folgt
Xo/\n Z E[XT/\m|fo/\n]-

Fir A € F, gilt {o <n}N A€ Fopn, also

E[Xa]l{o<n}mA] = E[XU/\n]l{U<n}ﬂA] > E[E[XT/\m|]:o/\n]]l{o<n}mA] = E[Xr/\m]l{a<n}mA]-

Mit dem Lemma von Fatou fiir m — oo folgt
E[Xf]l{a<n}ﬁA] < 1M£fE[XTAm1{U<n}ﬁA] < E[Xﬂ]l{a<n}ﬂA]a

und mit monotoner Konvergenz fir n — oo und o < 7 < oo P-f.s. erhalten wir E[X,1 4] <
E[X,14]. Da A € F, beliebig war und X, F,-messbar ist, folgt E[X,|F,] < X,.

Zu (iii): Die Richtung ,=* folgt aus Lemma 6.7. Zu ,<“: Es gelte E[X,;| = E[X,] fir
alle beschrinkten Stoppzeiten 7. Seien t > s und A € Fs. Es geniigt zu zeigen, dass
E[X14] = E[Xs14]. Wir setzen 7 := sl 4 + t1 g4c. Dann ist 7 eine beschrankte Stoppzeit,
denn {7 < u} ist gleich () fir u < s, gleich A fir s < u < t und gleich Q fiir u > ¢. Wegen
E[X;] = E[X14] + E[X;1 4c] und E[X;] = E[X(] = E[X] folgt

E[X¢14] = E[X:] — E[X¢1ac] = E[Xo] — E[X;] + E[X,14] = E[X,14]. O

6.4. Gestoppte Prozesse und Optional Stopping

Definition 6.9 (Gestoppte Prozesse). Sei (X, Fn)nen, €ine stochastische Folge und 7 eine
Stoppzeit. Dann nennen wir
X; = XT/\'n; n€N07

die gestoppte stochastische Folge. Wir schreiben (F )nen, = (Fran)nen, fur ihre Filtration.

Bemerkung. Die Folge (X[ )nen, ist sowohl an (Fy,)nen, als auch an (F;)nen, adaptiert, denn
nach Lemma 6.6 ist X, messbar beziiglich F;x,, und nach Lemma 6.5 gilt Frr, C Fo.

Satz 6.10 (Optional Stopping). Sei (X, Fn)nen, ein (Sub-, Super-)Martingal und T eine
Stoppzeit. Dann ist (X])nen, ein (Sub-, Super-)Martingal beziiglich (Fy)nen, und beziglich
(]:rTL)nGNO'
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Beweis. Wir fiithren den Beweis nur fiir ein Submartingal (X, )nen,; die anderen Fille folgen
mit Satz 5.13 (i). Fiir alle n € Ny gilt

B(XZ1) < Bfmax{|Xnl: m < n}] < 3 E[[Xnl] < oo,

m=0
also ist X integrierbar. Wegen {7 > n — 1} € F,,_; gilt mit (5.15)

E[X;; - X;;fl‘fn—l] = E[X’r/\n - XT/\(nfl)‘Jrn—l}
= E[(X, — Xp_1)L{r > n — 1}|Fn_i]
—1{r > n— 1} E[X, — Xp_1|Fn_1] > 0.

>0

Also ist (X )nen, €in (Fy)-Submartingal. Da (X)) auch an (F]) adaptiert ist und F;] C F,

gilt, ist (X )nen, mit der Turmeigenschaft auch ein (F;)-Submartingal:
EIXG | Fr-] = E[E[X;‘fn—lﬂf;fl] = E[X7 [ Fr ] =X O

Beispiel 6.11 (Treffzeiten der einfachen Irrfahrt). Sei (X, )nen, die symmetrische einfache
Irrfahrt auf Z mit Xo = 0 und seien a < 0 < b ganze Zahlen. Dann sind

T, = 1inf{n > 0: X,, = a}, 7, = inf{n > 0: X,, = b} und Tap = Ta N Tp

Stoppzeiten. Sei A = {7, = 7,} das Ereignis, dass (X,,) zuerst a trifft. Wir suchen P(A);
siehe Abbildung 6.2.

Es gilt 75,7 < oo P-f.s., da limsup,,_,.o X, = oo und liminf, ,, X,, = —oo P-f:s. gilt
(Ubung). Nach Satz 6.10 ist X7t ein Martingal. Da 7,5 An — 7, fiir n — oo P-f.s. gilt, folgt
Xt Xz, P-f.s. Da aulerdem \X;;“’b| < b — a P-f.s. gilt, folgt mit dominierter Konvergenz
Xt — Xr,, in £', und damit

0= lim E[X;”’b] =E[Xr,,] = aP(1ap = 7a) +0P(14p =) = b+ (a — b) P(70p = 7a).

n—oo

Also gilt
b

b—a’
Wir berechnen nun E[7, ;] und E[r,]. Wegen |X; — X;_1| =1 gilt

P(Top = Ta) =

n
(X)n =Y E[(Xi — Xi—1)*|Fica] =,
i=1
also ist (X2 — n),en, ein Martingal, und mit Satz 6.10 gilt

0=E[X2 \n— (TapAn)]  fiir alle n € Ny.

Mit monotoner Konvergenz fiir E[r,, A n] und dominierter Konvergenz fiir E[X2 ] folgt
2 2
a“b —b%a
E[7p] = E[Xza,b} =a®P(1ap = Ta) + V> P(1ap = 1) = 35— la| b.

Da 7, 1 74 fiir b 1 oo gilt, folgt mit monotoner Konvergenz E[r,] = oo.
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Ta,b

Ta,b
n

Abbildung 6.2.: Ein Pfad der einfachen Irrfahrt, der den Streifen zwischen a und b in a
verldsst. Ab 7, bleibt der gestoppte Pfad Xt = X7, yan konstant (blau),
wahrend X,, weiterliuft (grau gestrichelt). Insbesondere gilt | X,""| < b — a.

6.5. Gleichgradige Integrierbarkeit

Sei in diesem Abschnitt (€2, F, 1) ein Mafiraum.

Definition 6.12 (Gleichgradige Integrierbarkeit). Eine Familie 4/ C £' () heifit gleichgradig
integrierbar, falls

inf su/ —g)Tdu =0.
o<o s SUP (Ifl —g)" du

Satz 6.13 (Kriterien fiir gleichgradige Integrierbarkeit). Sei u(Q2) < oo. Dann ist die
gleichgradige Integrierbarkeit von U C L' (u) dquivalent zu jeder der folgenden Bedingungen:

1 inf sup/ fldp =0,
(1) 0<gell(n) feu {Lﬂ>§}| |du

(2) mf sup/(!f\ —a)"dp =0,
a>0 feyy

(3) inf sup [ |fldu=0,
azb feu J{|f|>a}

Beweis. Zu (1): Die Richtung ,,<* folgt aus (|f| — g)* < |f|1{|f| > ¢}. Zu ,=*: Fiir alle
£ > 0 existiert ein 0 < g. € £(p) mit

sup (1]~ 9o du <.

feu

Wir setzen g. = 2g. /5. Wegen |f| < (If| = ge/2)" + g /2 gilt dann fiir alle f € U

Joo s [ g s [ e
{If1>g<} {If1>3<} {If1>g<}

= () = (IT)

wobei (I) < e/2 nach Konstruktion gilt. Auf {[f| > g} gilt |f| — ge/2 > g-/2, also

e US> 3} < (1f] = gep2) "U{If] > G},

und somit auch (II) <¢e/2.
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Zu (2) und (3): Ebenso gilt (3) = (2) wegen (|f| —a)™ < |f|1{|f| > a}, und (2) impliziert
die gleichgradige Integrierbarkeit, da wegen u(£2) < oo die Konstanten a > 0 in £'(p) liegen
und das Infimum dort {iber eine kleinere Menge gebildet wird.

Es bleibt zu zeigen, dass die gleichgradige Integrierbarkeit (3) impliziert. Sei £ > 0 und
Je/2 wie im Beweis von (1), sodass sup ¢, f{|f|>§5/2} |f]dp < e/2. Wir wihlen a. so, dass

- €
/~ 9e/2 dp < 5;
{gs/2>as}

dies ist wegen g o € L' (1) mit dominierter Konvergenz moglich. Mit 1 = 1{|f| > g, 2} +
I{[f| £ .2} folgt fiir alle f € U

[ooanes [ ifdut [ gpdu<e O
{lfI>ac} {Uf1>gz/2} {Gej2>as}

Satz 6.14 (Weitere Eigenschaften).
(1) Ist U C LY(u) endlich, so ist U gleichgradig integrierbar.
(2) Sind U,V C LY(u) gleichgradig integrierbar, so sind auch
{f+g:feU, geV}y, {f-g:fel, geV} und {|f]: felU}
gleichgradig integrierbar.

(8) Ist U gleichgradig integrierbar und existiert zu jedem g € V ein f € U mit |g| < |f|, so
ist V gleichgradig integrierbar.

Beweis. Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe. 0

Satz 6.15 (Ein weiteres niitzliches Kriterium). Sei u(§2) < oo. Dann ist U C L1 (i) genau
dann gleichgradig integrierbar, wenn es eine Funktion H : [0,00) — [0,00) gibt mit

H
lim (z) =00 und Sup/H(\f|)du < 0.
feu

=00

Bemerkung. Die Funktion H kann monoton wachsend und konvex gewéhlt werden; siche den
Beweis.

Beweis. Zu ,<“: Es gilt

T

K, = iI;f T oo fir a T oco.

Wegen |f| < H(|f])/Kq auf {|| > a} folgt

1
sup [ fldu< —sup [ H(S |>du<—sup/H\f| Jdu —— 0,
feu J{|f|=a} a feu J{|f|>a}

und mit Satz 6.13 (3) ist U gleichgradig integrierbar.
Zu ,=*“: Nach Satz 6.13 (2) existiert eine Folge 0 < a,, T 0o mit

sup/(|f\ —ap)tdp<2™ fiir alle n € N.
feu

Wir setzen
o0
=Y @-a), oz
n=1
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fiir jedes = sind nur endlich viele Summanden ungleich null. Dann ist H monoton wachsend
und konvex als Summe konvexer Funktionen, sieche Abbildung 6.3. Fiir alle n € N und = > 2a,,
gilt ap < a, < x/2 fiir k < n, also

Also gilt H(z)/x — oo fiir x — oo. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt fur
alle fel

JEODETED S (FETA TED SE St O
n=1 n=1

ay as a3 a4 €T

Abbildung 6.3.: Die Funktion H(z) =3, (z — a,)" aus dem Beweis von Satz 6.15 (vertikal
gestaucht): Sie ist stiickweise linear, und an jeder Stelle a,, wéichst die Steigung
um 1 (Zahlen an den Segmenten). Deshalb ist H konvex und H(z)/x — oo.

Bemerkunyg.

(1) Gilt sup{||fllp: f € U} < oo fiir ein p > 1, so ist U gleichgradig integrierbar; dies folgt
aus Satz 6.15 mit H(z) = 2P.

(2) Gilt fiir eine Familie (X;);er von Zufallsvariablen
sup{|E[X;]|: i € [} < 00 und sup{Var(X;): i € I} < o,

so ist (X;)ies gleichgradig integrierbar, denn dann ist sup;c; E[X?] < oo, und wir kénnen
(1) mit p = 2 anwenden.

Im Folgenden sei (2, F,P) wieder ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Satz 6.16 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit und gleichgradige Integrierbarkeit implizieren
L1-Konvergenz). Sei (fn)nen eine gleichgradig integrierbare Folge mit f,, — f in Wahrschein-
lichkeit fiir n — oco. Dann gilt f € LY(P) und f, — f in L' fiir n — oc.

Beweis. Angenommen, es gilt nicht f, — f in £!. Dann existieren ein ¢ > 0 und eine Teilfolge

(fnk)kEN mit
If = faplli > 26 fiir alle k € N,

wobei wir ||f — fu.|l1 = oo setzen, falls f ¢ £!. Nach Lemma 2.9 existiert eine Teilfolge
(fny,, Jmen von (fp,) mit fp, ~— f P-fs. fiir m — co. Mit dem Lemma von Fatou folgt

171 < timint [ |fu, | 4P < o,
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wobei die letzte Ungleichung aus der gleichgradigen Integrierbarkeit folgt, denn mit a wie
in Satz 6.13 (2) gilt |fu| < (|fn] —a)T + a. Also ist f € £!. Nach Satz 6.14 (1) und (2) ist
(If = fas,, )men gleichgradig integrierbar, das heiflt, es existiert ein 0 < g € L' mit

/(\f — fu | —9)TdP<e  fiir allem € N.

Wir setzen g, = | fn,, — f|IAg fiir m € N. Dann gilt g,,, — 0 P-f.s. fiir m — oo und g— gy, > 0.
Mit dem Lemma von Fatou folgt

limsup/gdeP’:/gd]P’—liHi}inf/(g—gm)dPS/gdP—/lirginf(g—gm)dP:O.

m—o0

h<gist h=(h—g)" +h), folgt

limsup H.f - f?’lkal < limsup/(\f - fnkm‘ _g)+ dIP’—I—limsup/gdeP’ <e,
m—oo m—00

m—0o0

<0

im Widerspruch zu || f — f,,[[1 > 2¢ fiir alle &. O

6.6. Optional Sampling fiir unbeschrankte Stoppzeiten

Wir erweitern nun das Optional Sampling Theorem, Satz 6.8, auf unbeschrinkte Stoppzeiten.

Lemma 6.17. Ist X = (X,,)nen, €in gleichgradig integrierbares Martingal, so ist die Familie
(X;: 7 endliche Stoppzeit)
gleichgradig integrierbar.

Beweis. Nach Satz 6.15 und der anschlielenden Bemerkung existiert eine monoton wachsende,
konvexe Funktion f: [0,00) — [0, 00) mit lim, o f(x)/z = 0o und

L = sup E[f(|Xn])] < oo.
n€Ng

Sei 7 < oo eine Stoppzeit und n € Ny. Nach dem Optional Sampling Theorem, Satz 6.8 (i),
angewandt auf die Stoppzeiten 7 A n < n, gilt

E[Xn’}-ﬂ\n} = X:an.

Da {7 < n} € Fran gilt, folgt mit der Jensenschen Ungleichung (5.14) und der Monotonie
von f

E[f(1X-)1{r < n}] = E[f([Xrna)L{r <n}] < E[E[F(Xa)|FrnalL{r < n}]
= E[f(1 Xa))1{r <n}] < L.

Mit monotoner Konvergenz fiir n — oo folgt E[f(|X-|)] < L fiir alle endlichen Stoppzeiten 7.
Mit Satz 6.15 folgt die Behauptung. O

Satz 6.18 (Optional Sampling bei gleichgradiger Integrierbarkeit). Sei (X, )nen, ein gleich-
gradig integrierbares Martingal (beziehungsweise Supermartingal) und seien o < T endliche
Stoppzeiten. Dann gilt E[| X,|] < oo und

X, =B[X,|F,]  (beziehungsweise X, > E[X-|F,]).
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Beweis. Sei zundchst X ein Martingal. Nach Lemma 6.17 ist X, integrierbar. Fiir A € F,
gilt AN{o < n} € Forn, und mit Satz 6.8 (i) folgt

E[X amn1{o < n}la] = E[Xopr,1{o < n}l4].

Nach Lemma 6.17 und Satz 6.14 (3) sind (Xyan)neny und (Xoan1{o < n}la)pen gleichgradig
integrierbar, und ebenso die entsprechenden Folgen mit 7 statt . Aulerdem gilt, da 0 < 7 <
oo, fiir alle € > 0

P(|X7- — XT/\n]l{O' < TL}|ILA > E) m 0, ]P)(|XO — XU/\n]l{O' < n}|ﬂA > 6) m 0.
Mit Satz 6.16 folgt
E[XT]IA] = nli_)rroloE[XT/\n]l{O' < n}]lA} = n]i_)IEloE[XJAn]l{J < n}]lA} = E[XU]IA].

Da X, nach Lemma 6.6 F,-messbar ist, folgt E[X|F,] = X,-.
Sei nun X ein Supermartingal und X = M + A seine Doob-Meyer-Zerlegung, wobei M ein
Martingal und A vorhersehbar und nicht-steigend mit Ay = 0 ist. Dann gilt

E[|An|]] = E[-A,] = E[M,, — X,] < E[|Xo|] + sup E[| Xon]] < oo,

denn E[M,] = E[My] = E[Xy], und das Supremum ist wegen der gleichgradigen Integrierbar-
keit endlich. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz existiert daher A, mit A, | Ao,
Ao <0 und E[-A] < 0o. Wegen |A,,| < |A| fiir alle n sind A und damit M = X — A
gleichgradig integrierbar, nach Satz 6.14 (3) und (2). Also folgt mit dem ersten Teil

E[| X7|] < E[-A7] + E[|M7[] < E[-Ao] + E[[M-|] < o0
und

E[X;| o] = E[M;|Fo] + E[A|Fo] = Mo + A + E[A; — Ag|Fo] S My + Ay = X,. O
<0
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7. Martingalkonvergenzsatze

Zu diesem Kapitel vergleiche man [Klel3, Kapitel 11}, [Durl9, Kapitel 4] und [Doo53].
Sei I C Ny und X = (X, )ner eine stochastische Folge. Wir setzen

X} =sup{X;: k <n} und | X |5 = sup{|Xk|: k <n},

wobei das Supremum jeweils iiber k € I gebildet wird.

7.1. Doobsche Ungleichungen

Lemma 7.1. Ist X ein Submartingal, so gilt fir alle A >0
APIX; > A] < E[X,1{X; > A}] < E[|X,[1{X] > A}].

Beweis. Die zweite Ungleichung folgt aus X,, < |X,|. Fir die erste betrachten wir die
beschriankte Stoppzeit
r=inf{kel: X > A} An;

sieche Abbildung 7.1. Auf {X; > A} gilt X, > A, und auf {X < A} gilt 7 = n. Nach dem
Optional Sampling Theorem, Satz 6.8 (i) (angewandt auf das Supermartingal —X), gilt daher

E[X,] > E[X,] = E[X,1{X} > \}] + E[X,1{X} < A}]
> AP(XE > A+ E[X,1{X} < A}].

Subtrahieren wir E[X,,1{ X} < A}] auf beiden Seiten, so folgt die Behauptung. O

Abbildung 7.1.: Zum Beweis von Lemma 7.1: Uberschreitet der Pfad bis zur Zeit n das Niveau
A, so stoppt 7 beim ersten Uberschreiten mit X, > \; andernfalls ist 7 = n.

Satz 7.2 (Doobsche Ungleichungen). Sei X ein Martingal oder ein positives Submartingal.
(1) Fiir allep > 1 und A > 0 gilt
VB(XJ; 2 A) < E[IX, ).
(2) Fiir alle p > 1 gilt
P *\P P _\P P
E[IXuP) < BIXY] < (S25) EIX%P)
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Beweis. Zu (1): Ist E[|X,|P] = oo, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls ist (|X%|P)r<, nach der
Jensenschen Ungleichung, vergleiche Beispiel 5.11 (v), ein Submartingal. Die Aussage folgt
daher aus Lemma 7.1 mit A\? und | X|P statt A und X, denn {| X[ > A} = {sups<,, | Xk > AP},
Zu (2): Die erste Ungleichung folgt aus |X,| < |X|%. Die zweite Ungleichung ist trivial, falls
E[| X, [P] = co. Sei also E[|X,,|P] < oco. Nach Lemma 7.1, angewandt auf das Submartingal
(1), it
AP(XJ; = A) < E[IX[1{1X]; > A},

Damit folgt fiir alle K > 0 mit dem Satz von Fubini
| X[EAK K
E((XI A kY] =E[ [ pwrtax] = B[ [ p¥ X 2 Ay
0 0
K
:/ PAPLP(X]E > A) dA
0

K |X|5AK

< [T BN 2 =B[N [ 2]
0 0

_ p * p—l

= LB (X AR

p p—1 1

= ﬁEKle; NEKY] P B[ X7,

wobei wir im letzten Schritt die Holdersche Ungleichung verwendet haben. Da E[(| X |} AK)P] <
KP < oo gilt, folgt nach Division (der Fall E[(|X |} A K)P] = 0 ist trivial)

BT A K] < (C25) EIXP).

Fir K 1 oo folgt die Behauptung mit monotoner Konvergenz. O

7.2. Der Martingalkonvergenzsatz von Doob

Wir beginnen mit der Idee hinter den Martingalkonvergenzsétzen. Sei (Xy, Fn)nen, €ine
reellwertige stochastische Folge, und sei

Foo = a( U ]:n).

n€Ng

Wir fassen X, als Modell fir einen Aktienkurs auf. Entspricht dieser einem fairen Spiel,
so ist (X, )nen, ein (Fp)-Martingal. Wir betrachten zwei Niveaus a < b und die folgende
Spielstrategie: Wir kaufen, sobald X,, < a gilt, und verkaufen, sobald X,, > b gilt. Jede
solche Aufkreuzung des Intervalls [a, b] fithrt zu einem Gewinn von mindestens b — a. Ist der
maximale Gewinn endlich, so gibt es fiir alle a < b nur endlich viele solcher Aufkreuzungen,
und wir erwarten, dass X, fast sicher konvergiert.

Um dies zu prézisieren, definieren wir die Stoppzeiten o9 = 0 und rekursiv fiir K € N

7, = inf{n > op_1: X, < a},

o = inf{n > 7 X,, > b},
wobei inf ) = oco; insbesondere folgt aus o;_1 = oo, dass 7, = oo und damit o}, = oo gilt. Ist
o < 00, so sagen wir, dass X zwischen 7 und oy, seine k-te Aufkreuzung iiber [a,b] hat. Die

Zufallsvariable
U .= sup{k € Ng: o, < n}

ist die Anzahl der Aufkreuzungen bis zur Zeit n; sie ist F,-messbar. Im Folgenden schreiben
wir 7 :=2 V0 und 2~ := —(z A0), sodass x = 2+ — 2~ gilt.
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T1 o1 p) op) T3 n

Abbildung 7.2.: Ein Pfad von X mit den Stoppzeiten 7 und og. Die beiden Aufkreuzungen
iiber [a,b] sind fett gezeichnet; grau unterlegt sind die Zeiten m € {1 +
1,...,0k}, zu denen die Strategie H aus dem Beweis von Lemma 7.3 investiert
. . . a,b
ist. Hier gilt U3 = 2.

Lemma 7.3 (Aufkreuzungsungleichung). Sei (X, )nen, ein Submartingal und seien a < b.
Dann gilt fiir alle n € Ny

1
b—a

Beweis. Wir betrachten das stochastische Integral H - X, also (H - X), = > 0" 1 Hp (X —
Xm—1), mit

E[U3"] <

(E[(Xn —a)"] ~ E[(Xo — a)"]).

1, fallsme {m+1,...,04} fiir ein k € N,
H,, =
0, sonst.

Es gilt H,;, > 0, und H ist vorhersehbar, denn

{H, =1} = G({Tkgm—l}ﬂ{ak>m—1}).
k=1

E-mel

Sei Yy, == max{X,,a}. Ist o), < 00,0 gilt Y, =Y, =Y, —a > b—a fiir alle i < k und daher

k g k
(H ’ Y)Uk = Z Z (i/] - }/j—l) = Z(Yai - YTi) > k(b - a)‘
i=1 je=ri1 i=1

Fir j € {og,..., o1} gilt (H-Y); = (H-Y)s,, und fir j € {r, +1,...,04} gilt wegen
Yjza=1Yy
(H-Y)j 2 (H-Y)y =(H-Y)

Ok—1"

Wenden wir dies mit & = U%" an, so folgt
(H-Y)n>(b—a)Uy"

Der Prozess Y = (X —a)t +a ist ein Submartingal, da X —a ein Submartingal ist und damit
auch (X —a)™ = (X —a) V0. Da H und 1 — H vorhersehbar und durch 0 und 1 beschrénkt
sind, sind H - Y und (1 — H) - Y Submartingale, die in 0 starten. Nun gilt

Vo=Yo=01-Y)=H Y)+((1-H)Y),

also wegen E[(1—H)-Y),] >0

E[(Xn—a)t] —E[(Xo—a)T] =E[Y, - Yo] > E[(H -Y),] > (b—a)E[U]. O

79



Satz 7.4 (Martingalkonvergenzsatz [Doo53]). Sei (Xp)nen, €in Submartingal, und es gelte
sup,en, E[X,F] < 0o. Dann existiert eine Fo-messbare Zufallsvariable Xoo mit E[| Xoo|] < 00
und
X, —— Xo,  P-fs.
n—oo

Beweis. Seien a < b. Nach Lemma 7.3 gilt

1
b—a

E[UL"] < 7—E[(Xn —a)T] < (lal +E[X,]).

Da U;f’b monoton wachsend in n ist, existiert U%® = lim,_,o0 U,‘j’b, und nach dem Lemma
von Fatou und der Voraussetzung gilt

E[U*"] < liminf E[U%"] < oo,

n—oo

also P(U%? < o0) = 1. Wir definieren die F,,-messbaren Ereignisse

cvb = {l%nilogf Xn < a} N {limsuan > b} c {U*" = o0} und C:= U ol

n—oo a,beQ
a<b

Es folgt P(C**) = 0 fiir alle rationalen a < b und damit P(C) = 0. Auf C¢ = Q\ C
gilt lim inf,, o, X, = limsup,,_,,, Xn, das heifit, X,, konvergiert in [—oo, co]. Also existiert
Xoo = lim,_oo X,, P-fast sicher, und da X,, fiir alle n Fy-messbar ist, ist auch Xoo Foo-
messbar. Mit dem Lemma von Fatou gilt

E[X%] < liminf E[X,/] < sup{E[X,!]: n € No} < 00
und, da X ein Submartingal ist und daher E[X,,] > E[X(] gilt,

E[X.] <liminfE[X, ] = liminf(E[X,]] — E[X,]) < sup{E[X,[]: n € No} — E[X,] < o0.

n—oo n—oo
Also gilt E[|X|] < oo; insbesondere ist X fast sicher endlich. O

Korollar 7.5 (Version fiir nichtnegative Supermartingale). Sei X > 0 ein Supermartingal.
Dann ezistiert eine Foo-messbare Zufallsvariable Xoo > 0 mit E[X ] < E[Xo] und X, —
n oo

X fast sicher.

Beweis. Der Prozess —X ist ein Submartingal mit E[(—X,,)"] = 0 fiir alle n € Ny. Nach
Satz 7.4 existiert also Xo, > 0 mit X,, — X fast sicher, und mit dem Lemma von Fatou gilt

E[Xo] < liminf E[X,] < E[X]. O

Beispiel (Petersburger Spiel). Wir betrachten das Petersburger Spiel aus Beispiel 5.16.
Der Gewinnprozess S, = > i, H;D; ist ein Martingal mit S, < 1 P-fast sicher fur alle
n € N; dabei wird der Einsatz so lange verdoppelt, bis zum ersten Mal gewonnen wird (siehe
Abbildung 7.3). Nach Satz 7.4 gilt

Sp —— S =1 P-f.s.,
n—o0

aber E[S,,] = 0 fiir alle n. Also konvergiert S,, nicht in L', und (S, )nen ist nicht gleichgradig
integrierbar (zur Ubung).

80



n=~0 n=1 n=2 n=3 n=4

1
0/
\ -14+2=1
_1/
——

-1-2=-3
\ —-7+8=1
/
—3-4=-7
—7—-8=-15

!

Abbildung 7.3.: Moégliche Werte von S, im Petersburger Spiel. Nach dem ersten Gewinn
bleibt 5,, = 1; der Pfad, auf dem nur verloren wird, hat Wahrscheinlichkeit
27" und den Wert 1 — 2".

Satz 7.6 (Version fir gleichgradig integrierbare Martingale). Sei (X, )nen, €in gleichgradig

integrierbares Sub-, Super- beziehungsweise Martingal. Dann existiert eine Foo-messbare

Zufallsvariable X oo mit X, — Xoo P-fast sicher und in L. Auferdem gilt fiir alle n € Ny:
n—oo

(1) Xn = E[X|Fn), falls X ein Martingal ist;
(2) Xn <E[Xx|Fn], falls X ein Submartingal ist;
(3) Xn > E[X|Fn), falls X ein Supermartingal ist.

Bemerkung. Kurz gesagt ist (X,)nengufoo} €in Sub-, Super- beziehungsweise Martingal
beziiglich der Filtration (F,)nen,ufoo}-

Beweis von Satz 7.6. Wir betrachten nur den Fall, dass X ein Submartingal ist; der Fall
eines Supermartingals folgt durch Ubergang zu —X, und ein Martingal ist beides. Da X
gleichgradig integrierbar ist, gilt sup{E[X;]: n € Ny} < co. Nach Satz 7.4 existiert also Xo
mit X, = X, P-fast sicher, und nach Lemma 6.17 folgt

E[| X, — Xx|] —— 0.

n—s00

Sei m € Ny. Mit der Jensen-Ungleichung fiir bedingte Erwartungen erhalten wir
E[|E[Xnyfm] - IE[XOO\]-“mH] < E[EUXn - XOOH}“mH = E[|X, - Xool] —= 0.

Wegen [u~ — v~ | < |u— o] fir u,v € R folgt daraus

[E[(B[Xoo| Fon] = Xin) 7] = E[(E[Xo|Fin] = Xin)7]| < E[[E[Xoo|Fin] = E[Xn| Fn]l] —= 0.

Da X ein Submartingal ist, gilt aber (E[X,|Fy] — X,n)~ = 0 fiir alle n > m. Also gilt
E[(E[Xoo|Fm] — Xim)~] = 0 und damit E[X|F] — X > 0 P-fast sicher. O
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Korollar 7.7. Sei X > 0 ein Martingal und Xoo = limy,_,o0 X, (dieser Grenzwert existiert
nach Korollar 7.5 fast sicher). Dann gilt

E[Xw] =E[Xo] <= X ist gleichgradig integrierbar.

Beweis. Die Richtung ,,<* folgt aus Satz 7.6, denn aus der L'-Konvergenz folgt E[X,,] =
lim,,, E[X,] = E[X]. Fiir ,=“ beachten wir, dass X,, > 0, X,, - X fast sicher und
E[X,] = E[Xo] = E[X )] gelten; nach dem Lemma von Scheffé konvergiert X,, daher sogar in
L', woraus die gleichgradige Integrierbarkeit folgt (zur Ubung). O

Satz 7.8 (Version fir LP-Martingale). Seien p > 1 und (X,)nen, ein LP-beschrinktes
Martingal, das heifft sup{E[|X,,|P]: n € No} < co. Dann ezistiert eine Foo-messbare Zufalls-
variable Xoo mit E[| Xoo|P] < 00 und X, — X P-fast sicher und in LP. Insbesondere ist

(| Xn|P)nen, gleichgradig integrierbar.

Beweis. Zunéachst ist X nach Satz 6.16 mit H(z) = 2P gleichgradig integrierbar; also existiert
X nach Satz 7.6. Nach der Doob-Ungleichung (Satz 7.2) gilt

p. b\ P
Blsup{ [ X4/”s b <n}] < (25 ) E[XaP],
also mit monotoner Konvergenz
]E[ p. P P p].
sup{|Xg[P: k > 0}] < <Zf1) sup{E[| X, [’]: n > 0} < oo.

Daher ist (|X,|?)nen, gleichgradig integrierbar. Da |X,, — X|P < 2P sup{|Xy|’: k& > 0}
integrierbar ist, folgt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz

E[|Xol?] <o und  E[|X, — XxP] —— 0. O

n—o0

Korollar 7.9 (Version fiir L?-Martingale). Sei X ein quadratintegrierbares Martingal mit
quadratischer Variation (X). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) sup{E[XZ]: n > 0} < oo;
(i) limy,— 00 E[{X)n] < oco;
(iii) X konvergiert in L?;
(iv) X konvergiert fast sicher und in L*.
Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt aus
Var[X,, — Xo] = E[(X, — X0)°] = E[X;] - E[X5] = E[(X)u],

wobei die rechte Seite wachsend in n ist; im zweiten Schritt haben wir die Orthogonalitéit der
Martingalzuwichse benutzt. Die Implikationen (iv)=-(iii)=-(i) sind klar, da L?-konvergente
Folgen in L? beschriinkt sind. Die Implikation (i)=(iv) ist Satz 7.8 mit p = 2. O
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Teil 1.

Diskrete Finanzmathematik
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8. Das Einperiodenmodell

Zu diesem Kapitel vergleiche man [FS02, Chapter 1] sowie [Shr04].

Mit diesem Kapitel beginnt der finanzmathematische Teil der Vorlesung. Wir betrachten
ein Finanzgut, etwa ein Konto, eine Aktie, einen Rohstoff, Strom oder eine Wahrung, mit
Preisen (S¢)ten, - Ein Beispiel ist eine festverzinsliche Anleihe mit Startpreis Sy und Zinsrate
r > 0, fiir die

St = (1 + T)tSQ

gilt. Ein anderes Beispiel ist eine Aktie in einem einfachen Modell: Seien (Zs)sen unabhéngig
und identisch Bernoulli(p)-verteilt auf {0, 1}, und seien 4 > ry, eine ,, gute* und eine ,schlechte“
Rate. Wir setzen

S = So (1+1g) e 2 (14 1) L %o = (14 7)) 2 (1 7)) 2% 8.

Werden Anleihe und Aktie gemeinsam gehandelt, so muss zusétzlich r, < r < r4 gelten. Denn
im Fall » < 7, < 74 oder r, < ry < entsteht ein risikoloser Gewinn, das heifit eine Arbitrage:
Im ersten Fall leiht man Geld zum Zins r und kauft davon die Aktie, im zweiten Fall verkauft
man die Aktie und legt den Erlés zum Zins r an.

8.1. Modell, Portfolios und Arbitrage

Definition 8.1 (Das Einperiodenmodell). Das Einperiodenmodell mit d + 1 Basisgiitern
besteht aus

(1) einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P);

(2) einem Vektor
So=(S9,88,...,88) e R mit S >0,

der Preise S des i-ten Basisguts zum Zeitpunkt 0;

(3) einem Zufallsvektor
Sy = (59,81, ...,580): Q- R,

wobei S} deterministisch und strikt positiv ist, also SY(w) = SY > 0 fiir alle w € .
Das 0-te Basisgut ist also eine risikolose Anlage (Numéraire). Die S}, i = 1,...,d,
modellieren den (zufélligen) Preis des i-ten Basisguts zum Zeitpunkt 1.

Hiufig gilt SY = (1 + r)S) mit einer Zinsrate » > —1. Auflerdem betrachten wir oft die
diskontierten Basisgiiter

- S .
Sl = 57:0 i=0,...,d, t €{0,1},

also das diskontierte Modell; insbesondere gilt S9 = 1. Den Vektor der diskontierten Preise
bezeichnen wir mit S; = (S, ..., S5¢).
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Definition 8.2 (Portfolio). Ein Vektor x = (x¢,z1,...,24) € R heifit Portfolio im
Einperiodenmodell; dabei ist x; die Stiickzahl des i-ten Basisguts. Die Grofe

d
Vi(z) = Z%SZ =z'8,, t=0,1,
i=0

ist das zum Portfolio & gehérige Vermdgen zum Zeitpunkt ¢.
Bemerkung 8.3. (1) Die Stiickzahlen x; missen nicht ganzzahlig sein.

(2) Die Stiickzahlen z; kénnen negativ sein. Dabei bedeutet ¢ < 0 eine Kreditaufnahme
in Hohe von |z¢|S) zum Zeitpunkt 0, die zum Zeitpunkt 1 eine Tilgung in Héhe von
(14-7) S| z0| = |x0]SY erfordert. Fiiri = 1,...,d bedeutet ; < 0, dass man |z;| Einheiten
des i-ten Basisguts verkauft, ohne sie zu besitzen; man tétigt einen Leerverkauf (short
sale) beziehungsweise geht eine Short-Position ein. Zum Zeitpunkt 1 muss man den
Preis |z;]|S% bezahlen, um das verkaufte Gut liefern zu kénnen. Mit einem Kauf (z; > 0)
geht man dagegen zum Zeitpunkt 0 eine sogenannte Long-Position ein.

Definition 8.4 (Arbitrage). Ein Portfolio € R im Einperiodenmodell heifit Arbitra-
gemdaglichkeit, falls gilt:

(i) =" S = Vo() < 0;
(i) "8y = Vi(x) > 0 P-fast sicher und P(z'S; > 0) > 0.
Gibt es keine Arbitragemoglichkeit, so heifit das Modell arbitragefrei.

Lemma 8.5. Wir betrachten das Einperiodenmodell mit d + 1 Basisgiitern (SY, ..., S3) und
die zugehorigen diskontierten Basisgiter (S, ..., S%). Sei © € R™! ein Portfolio. Dann ist
x genau dann eine Arbitragemdglichkeit, wenn x eine Arbitragemdglichkeit im diskontierten
Modell ist. Genauer sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Es existiert eine Arbitragemaoglichkeit.
(2) Es existiert eine Arbitragemoglichkeit im diskontierten Modell.

(3) Es existieren ¢ € R und ein Portfolio y € R mit

y' Sy =c, y' '8 >c P-fs. und Py’ S >¢) >0. (8.1)

(4) Fiir alle c € R existiert ein y € R, sodass (8.1) gilt.
Beweis. Zur Ubung. O

Beispiel 8.6. Eine europdische Put-Option ist das Recht, aber nicht die Pflicht, zu einem
vereinbarten Falligkeitszeitpunkt ein spezifiziertes Basisgut zu einem festgelegten Ausiibungs-
preis (strike price) K zu verkaufen. Ein Put legt also das Basisgut auf den Markt; die Idee
dahinter sind Gewinnmdglichkeiten und Absicherung. Eine europdische Call-Option ist das
Recht, aber nicht die Pflicht, zu einem vereinbarten Falligkeitszeitpunkt ein spezifiziertes
Basisgut zum Ausiibungspreis K zu kaufen. Fin Call nimmt also das Basisgut vom Markt;
auch hier sind Gewinn und Absicherung die Idee.

Wir betrachten als Basisgiiter ein Konto mit Zinsrate r, eine Aktie mit Preisen S} und S}
sowie einen Call und einen Put auf die Aktie mit Félligkeit 1 und demselben Strike K. Wir
vergleichen die folgenden beiden Portfolios:
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o Portfolio I: Wir erwerben die Call-Option zum Strike K und den abgezinsten Betrag
K/(1+r) auf dem Konto.

o Portfolio II: Wir erwerben die Put-Option zum Strike K und die Aktie zum Preis S§.
Zum Zeitpunkt 1 ergibt sich folgendes Vermdégen der beiden Portfolios:

Szenario ‘ Vermoégen von Portfolio 1 ‘ Vermogen von Portfolio 11
St > K | iibe Call aus: S} iibe Put nicht aus: S{
St < K | iibe Call nicht aus: K ibe Put aus: K

Beide Portfolios haben also zum Zeitpunkt 1 in jedem Szenario den gleichen Wert max{S}, K}
(siehe Abbildung 8.1). Unter welcher Bedingung folgt aus dem gleichen Wert zum Zeitpunkt
1 auch der gleiche Wert zum Zeitpunkt 0, das heifit
: K . 1
Preis Call(1, K) + T3 PreisPut(1, K) + S; ?
r

Angenommen, es gilt

> Preis Put(1, K) + Sg.

Preis Call(1, K) + K

147
Dann kaufen wir zum Zeitpunkt 0 den Put Put(1, K) und die Aktie zum Preis S§, verkaufen
den Call Call(1, K) und leihen uns den Betrag K /(1 + r) zur Zinsrate r. Dabei entsteht ein
Profit ¢ > 0, ndmlich die Differenz der beiden Seiten. Zum Zeitpunkt ¢t = 1 unterscheiden wir
zwei Fille. Falls S] > K, {ibt der Kédufer den Call aus; wir geben die Aktie ab und erhalten
K, das wir zur Tilgung des Darlehens nutzen. Den Put lassen wir verfallen. Falls S} < K,
iibt der Kéufer den Call nicht aus, aber wir iiben den Put aus und erhalten K, das wir zur
Tilgung verwenden. In beiden Fallen stehen wir zum Zeitpunkt 1 mit leeren Hinden da und
haben den risikolosen Gewinn ¢ > 0 erzielt; dies ist eine Arbitragemdoglichkeit. Legen wir ¢
zum Zeitpunkt 0 auf dem Konto an, so ist das Anfangsvermdgen 0 und das Endvermoégen
(14 7)c > 0, also liegt eine Arbitrageméglichkeit im Sinne von Definition 8.4 vor. Ebenso
erhalten wir eine Arbitragemdoglichkeit, falls

K
Preis Call(1, K) + o, < Preis Put(1, K) + Sg.
T

In einem arbitragefreien Modell gilt also die Put-Call-Paritdt

K
Preis Call(1, K) + 1

= Preis Put(1, K) + S_.
+r

8.2. Der erste Hauptsatz der Preistheorie

Definition 8.7 (Risikoneutrale Mafle). Wir betrachten das Einperiodenmodell mit d + 1
Basisgiitern S°, S, ..., S¢ und Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P).

(a) Ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf (€2, F) heifit risikoneutrales Mafi oder Martingalma,

falls , .
ﬂ] _ 5%
ST

}<oo und EQ[ fir alle i =0,...,d,

Eo[| 5

also Eq[S}] = S} fiir alle i = 0,...,d.
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Auszahlung max{S}, K}

K St

Abbildung 8.1.: Auszahlungen von Call und Put zum Strike K. Portfolio I liefert (Si —
K)* + K, Portfolio II liefert (K —S})* + S1; beide stimmen mit max{S}, K}
iiberein.

(b) Gilt zusatzlich Q <« P sowie P <« Q, so heifit Q ein (zu P) dquivalentes risikoneutrales
Mayp.

Satz 8.8 (Erster Hauptsatz der Preistheorie [HK79, HP81]). Fir das Einperiodenmodell
sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Das Modell ist arbitragefrei.
(ii) Es existiert ein dquivalentes risikoneutrales Maf.

Gilt (i) oder (ii), so existiert sogar ein dquivalentes risikoneutrales MafS Q, dessen Dichte
dQ/dP (nach dem Satz von Radon-Nikodym) beschrankt ist.

In der Literatur findet man diesen Satz zum Beispiel in [FS02, Theorem 1.7].

Beweis von (1i)= (7). Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Seien Q ein dquivalentes Mar-
tingalmaB und & € RY*t! eine Arbitrageméglichkeit. Nach Lemma 8.5 ist @ auch eine
Arbitrageméglichkeit im diskontierten Modell, also gilt ' Sp < 0, T S; > 0 P-fast sicher und
P(z'S; > 0) > 0; insbesondere ist Ep[z' S;] > 0. Wegen P < Q gilt Q(z'S; > 0) > 0, und
wegen Q < P gilt Q(x"S; > 0) = 1. Daraus folgt Eg[z " S;] > 0. Da Q ein Martingalmaf
ist, erhalten wir

0> .’BTSQ = CL‘TEQ [51] = EQ [;pTS’l] > 0,

ein Widerspruch zur Existenz der Arbitragemoglichkeit. O

Fiir die Richtung (i)=-(ii) miissen wir weiter ausholen; wir fithren den Beweis in der nichsten
Sitzung.

Fiir den Beweis der Richtung (i)=-(ii) in Satz 8.8 benétigen wir einen Trennungssatz aus
der konvexen Analysis.

Satz (Trennungssatz). Sei () # C C R™ konvex mit 0 ¢ C. Dann existiert ein m € R™ mit
n'ax >0 fir allex € C und n' o > 0 fiir mindestens ein xg € C. Gilt zudem infzec |x| > 0,
so kann m so gewdhlt werden, dass infypecn'x > 0 gilt.

Fiir den Beweis verweisen wir auf die konvexe Optimierung, siehe etwa [FS02, Propositi-
on A.1].
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{x:nTz =0}

n'x>0

Abbildung 8.2.: Trennungssatz: Die konvexe Menge C mit 0 ¢ C liegt im Halbraum
{nTx > 0}, und mindestens ein Punkt zg € C liegt nicht auf der tren-
nenden Hyperebene.

Beweis von Satz 8.8, (i)=(ii). Fir ¢ =0,...,d setzen wir
LSS
Y? = ng) SO Sz Sé

und bezeichnen mit Y = (YO, Y1, ... YT wobei Y° = 89/50 — S§/S9 = 0 gilt, den Vektor
der diskontierten Nettogewinne. Mit | - | bezeichnen wir die euklidische Norm.
Nach Annahme ist das Modell arbitragefrei. Mit Lemma 8.5 (3) gilt also fiir alle € R%+!

'Y >0 P-fs. —  z'Y =0 Pfs. (8.2)

Denn wire &' Y > 0 fast sicher und 'Y > 0 mit positiver Wahrscheinlichkeit, so erfiillten
y =« und ¢ = ' Sy die Bedingung aus Lemma 8.5 (3), denn P(x'S; > ¢) = P(z'Y >
0) > 0; dies ist ein Widerspruch zur Arbitragefreiheit.
Unser Ziel ist es, ein zu P dquivalentes Mafl Q mit beschrénkter Dichte dQ/dP zu finden,
fiir das
Eg[lY]] < und EglY] =0 (8.3)

gilt; ein solches Q ist ein dquivalentes risikoneutrales Mafl. Wir behandeln hier nur den Fall
Ep[|Y]] < oo (fiir den allgemeinen Fall siche die Bemerkung im Anschluss an den Beweis).
Wir setzen

= {Q Wahrscheinlichkeitsmaf$l auf (2, F): Q < P, P < Q, % beschréinkt}

und
¢ = {Eoly /dep Qe A} CRM,

wobei fiir Q € A mit dQ/dP < «
Eo[|Y] /|Y|d@ /|Y]—d}P’< aEp[|Y]] < 00

gilt. Wir beachten, dass (8.3) fiir ein Q € A genau dann gilt, wenn 0 € C ist. Weiter ist C
konvex, denn fiir alle Q1,Q2 € A und A € [0,1] gilt AQ; + (1 — A\)Q2 € A und
E)\QlJr(l*)\)@z [Y] = )\E@l [Y] + (1 - )\)EQQ [Y] eC.

Angenommen, es gilt 0 ¢ C. Aufgrund des Trennungssatzes existieren dann & € R*! und
co € Cmit ¢ >0 fir alle ¢ € C und "¢y > 0. Also gilt

Eglz'Y] =2  Eg[Y]>0  firalle Q€ A, (8.4)
eC
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und es existiert ein Qo € A mit Eg,[Y] = ¢y (als Vektor), also mit Eg,[z Y] > 0. Daher gilt
'Y > 0 mit positiver Qo-Wahrscheinlichkeit und wegen Qp < P auch P(z'Y > 0) > 0.
Es geniigt daher zu zeigen, dass ' Y > 0 P-fast sicher gilt, denn dies wére ein Widerspruch
zu (8.2). Dafiir sei
A={weQ: z'Y(w) <0},

und wir approximieren 1 4 durch
1 1
fo = (1 - 7)1A+ My, n>2
n n

Wir setzen

Qn: F 3 Brs Qu(B) = ﬁfgﬁf)} 15(w) P(dw),

wobei 0 < Ep[f,] < oo gilt. Dann ist Q,, ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Wegen 1/n < f, <
1 —1/n ist die Dichte dQ,,/dP beschrankt und strikt positiv, also gilt Q,, € A. Mit (8.4) folgt

1
EIP’[fn]

Dal|z'Y f,| <|z"Y|und Ep[|z Y] < |z|Ep[|Y|] < oo gelten, liefert der Satz von Lebesgue

0<Eq,[z'Y]= Epl2'Y f,]  fiir alle n > 2.

0< lim Bp[z"Y f,] =Ep[2"Y lim f,| =Es[a' ¥ 14] =Es[z"Y 1{z"Y < 0}] <0,

wobei im letzten Schritt Gleichheit genau dann gilt, wenn P(z'Y < 0) = 0 ist. Also gilt
P(z"Y < 0) =0, das heifit P(z'Y > 0) = 1. Damit ist 0 € C, und es existiert ein Q € A
mit (8.3). O

Bemerkung. Der Fall Ep[|Y|] = oo ldsst sich auf den behandelten Fall zurtickfithren. Dazu
definieren wir ein Wahrscheinlichkeitsma$l P’ durch dP’/dP := k/(1 4 |Y|), wobei k > 0 eine
Normierungskonstante ist. Dann sind P und P’ dquivalent, es gilt Ep[|Y]] < oo, und das
Modell ist auch unter " arbitragefrei, da Definition 8.4 nur von den Nullmengen des Mafles
abhingt. Der obige Beweis liefert ein zu P’ dquivalentes Mafl Q mit beschrankter Dichte
dQ/dP’ und (8.3). Dann ist Q auch zu P dquivalent, und dQ/dP = dQ/dP’ - k/(1 + |Y|) ist
beschrankt.

8.3. Preisbestimmung von Kontrakten

Definition 8.9 (Kontrakt). Sei S ein festverzinsliches Konto mit Rate 7 im Einperioden-
modell auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P), also S{ = (1 +r)S{. Ein Kontrakt (auch
Claim) ist eine F-messbare Zufallsvariable £: Q — R, welche die Auszahlung reprasentiert,
die der Kaufer des Kontrakts zum Zeitpunkt ¢ = 1 erhélt. Gilt P(§£ > 0) = 1, so heifit £ ein
bedingtes Finanzgut (oder contingent claim). Die Menge aller Kontrakte bezeichnen wir mit

LO(Q, F,P).

Beispiel 8.10. (1) Die européische Put-Option zum Zeitpunkt 1 mit Strike K, bezogen
auf das Basisgut S°, ist der Kontrakt

¢ :=Put(1,K,i) = (K — S})*.

2) Die europiische Call-Option Call(1, K,i) := (S? — K)7T ist ein Kontrakt.
(2) 1
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(3) Ein Forward (Kontrakt) mit Féalligkeit 1 und Austibungspreis (Forwardpreis) K: Der
Kiufer des Forwards muss zum Zeitpunkt 1 das Basisgut S° zum Preis K kaufen. Der

zugehorige Kontrakt ist '
¢§=Fwd(1,K,i) = 5] — K.

Es stellt sich die Frage: Was ist ein fairer Preis fiir einen Kontrakt zum Zeitpunkt ¢t = 07

Definition 8.11 (Derivat). (i) Ein Kontrakt & heifit Derivat (der Basisgiiter (S°,. .., S9)),
falls £ messbar beziiglich o(SY, ..., S{) ist, also

= f(8Y. ... 8¢ fiir eine messbare Funktion f: R4t — R.
g f( 1> s M1

(ii) Ein Kontrakt & hei8t replizierbar oder absicherbar im Einperiodenmodell, falls ein
x € R existiert mit
Vife)=x'S,=¢  PAfs.

Ein solches Portfolio « heifit perfekiter Hedge fiir £&. Den Raum aller replizierbaren
Kontrakte bezeichnen wir mit

H = {¢ Zufallsvariable: es existiert € R mit Vi (x) = ¢ P-fs.}.

Bemerkung 8.12. (1) Derivate hdngen oft nur von wenigen Basisgiitern ab, ihren sogenann-
ten Underlyings. Furopéische Put- und Call-Optionen sind Derivate.

(2) Die Verkéuferin eines replizierbaren Kontrakts £ muss die Auszahlung & zum Zeitpunkt
t = 1 garantieren. Dafiir kauft sie das Portfolio « eines perfekten Hedges. Ein fairer
Preis des Kontrakts scheint also V() zu sein.

Definition und Satz 8.13 (Law of one price). Wir betrachten ein arbitragefreies Einperi-
odenmodell mit d + 1 Basisgiitern. Seien € € H und x,y € R zwei perfekte Hedges fiir €.
Dann gilt das Law of one price

Vo(z) = Vo(y)-

Man nennt 7(§) == Vp(x), wobei x ein perfekter Hedge fir £ ist, den Hedgingpreis von . Fiir
jedes dquivalente Martingalmaf Q gilt Eg[|€]] < oo und

(&) = <oEalé]. (8.5)

Beweis. Die Arbitragefreiheit impliziert nach Satz 8.8 die Existenz eines dquivalenten Martin-
galmaBes Q. Sei Q ein solches. Da Eg[|Si|] < oo fiir alled = 0, ..., d gilt, folgt Eg[|z " S1|] < oo
fiir alle € R und damit Eg[|¢]] < oo fiir alle replizierbaren Kontrakte £. Seien x,y zwei
perfekte Hedges fiir £. Dann gilt

Volx) =2 S =Sx"S, (Diskontierung)
= S0 Eq[S] (MartingalmaBeigenschaft)
SO
= g%E@ [ 51
30 .
= S—?EQ[S] (Hedging).
Dieselbe Rechnung fiir y ergibt Vo(y) = (S§/SV)Eg[¢] = Vo(z). O

90



Beispiel 8.14. Sei S = 1, also SY = 1 + r. Wir betrachten den Forward ¢ = Fwd(1, K, i) =
Si — K. Er ist replizierbar, denn fiir das Portfolio

£ =0 (leihe &),

T
z; =11, j =i (kaufe eine Einheit des Basisguts S?),
0, sonst,
gilt
K o i i
Vile) = -1 S +Si=-K+5 =¢
wobei i
7€) = Vol@) = S — -
Alternativ erhalten wir mit (8.5)
S8 1 ; St K
1(€) = cE = —FEg|S] —K|=E -
#(€) = goFelé] = 7 FalSi — K] @[1+T T+
- K .y K . K
g E L - = v _ = -
o[51] 1+r S0 1+ 7 S0 1t

wobei wir im vorletzten Schritt die Martingalmafieigenschaft und im letzten Schritt S§ = 1
benutzt haben.

Beispiel 8.15. Wir betrachten eine Aktie mit zwei Zusténden, also d = 1, mit SJ = 1 (und
damit SY = 1+ 7) und S} = ¢ > 0 fiir eine Konstante ¢ sowie

gl _ {a mit Wahrscheinlichkeit p, pe(0,1), a<b.

"7 1b mit Wahrscheinlichkeit 1 — P,

Der einfachste Wahrscheinlichkeitsraum ist hier Q@ = {0,1}, F = {0,{0},{1},{0,1}} mit
P({0}) = p, P({1}) = 1 — p sowie S1(0) = a und S} (1) = b (siche Abbildung 8.3).

Wir suchen ein dquivalentes Martingalmafl Q. Es gilt Q < P und P <« Q genau dann, wenn
Q({0}) = q € (0,1) ist. Zudem gilt Eg[S?/SY] = 1 = S§/S), und damit ist Q genau dann ein
Martingalmafl, wenn

Si _ Si Lsé_ 1_
E@{@}—E@[1+J—§g—50—c
gilt, also
c(l+7) :E@[Sll] =aq+b(l—q).

Diese Gleichung ist genau dann mit g € (0, 1) 16sbar, wenn ¢ € (a/(1+7),b/(1+ 7)) gilt, und

dann ist
_b—c(147)

b—a
Sei nun ¢ ein beliebiger Kontrakt mit £(0) = o und (1) = 3. Da S (w) = a+(b—a)l{w = 1}
fiir w € Q gilt, folgt

1 - _
ot (B olfw=1}=a+ (g0 1 abmd

B—a 1
aSl(w).

0
ST + -

A
—~
€
~
I

ac:( 1 ab—af (-«

R2
147 b—a ’ b—a)E
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ein perfekter Hedge. Insbesondere sind hier alle Kontrakte replizierbar, und es gilt

1 ab—ap 08—«
= 7~1
1+r b—a +b—a

(&) = Vo(x) c.
Hatten wir dies bereits gewusst, so hatten wir den Hedgingpreis auch direkt mit (8.5)
berechnen kénnen:

) Sy 1

(&) = S*%E@[i] = 157 Beldl = 1 (aa+ (1= 9)B)
1 b—c(l+47) cl+r)—a_ 1 ab—aB  p-a«
714—7‘( b—a @t b—a B)il—kr b—a +b—a

C.

Ubung: Berechnen Sie den Hedgingpreis von européischen Put- und Call-Optionen.

sim=b  §W=p

Abbildung 8.3.: Das Einperiodenmodell mit zwei Zustdnden aus Beispiel 8.15. An den Kan-
ten stehen die Wahrscheinlichkeiten unter P und unter dem aquivalenten
Martingalmafl Q.

8.3.1. Vollstandigkeit und arbitragefreie Preise

Wir betrachten weiterhin ein Einperiodenmodell mit d + 1 Basisgiitern S, ..., S auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P), wobei S° ein festverzinsliches Konto mit Zinsrate r ist,
also S = (1 +1)S). Wie in Definition 8.11 bezeichnet % den Raum der replizierbaren
Kontrakte, und fiir £ € H ist 7(£) der Hedgepreis aus Definition und Satz 8.13.

Definition 8.16 (Vollstandigkeit des Einperiodenmodells). Ein Einperiodenmodell heifit
vollstindig, falls jeder Kontrakt replizierbar ist.

Im Allgemeinen ist ein Einperiodenmodell nicht vollstdndig. Damit stellt sich die Frage,
wie der Preis eines Kontrakts £ ¢ ‘H bestimmt werden soll. Die Idee ist, £ als neues Basisgut
aufzufassen und dessen Preis so zu bestimmen, dass die Arbitragefreiheit nicht verletzt wird.
Fiir replizierbare Kontrakte fiihrt diese Idee auf den bekannten Hedgepreis.

Satz 8.17 (Hedgepreis und Arbitragefreiheit). Gegeben sei ein arbitragefreies Einperioden-
modell mit d + 1 Basisgiitern SO, S, ..., S%. Sei & € H, und fiir eine Konstante a € R setzen

wir
SH(w) = E(w) und ST w)i=a  fir allew € Q.

Dann ist das um ST erweiterte Einperiodenmodell genau dann arbitragefrei, wenn a = #(€)
gilt, also wenn a der Hedgepreis von & ist.
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Beweis. ,<=*: Sei @ ein dquivalentes Martingalmal (AMM) im Modell (S°, S, ..., S%); ein
solches existiert nach dem ersten Hauptsatz der Preistheorie, Satz 8.8. Mit (8.5) gilt

~ 1 _
Eq[S1*!] = SOEQ[sJ 5976 = 5o =507

Also ist @ auch ein AMM im erweiterten Modell, und dieses ist nach Satz 8.8 arbitragefrei.
,=% Wegen ¢ € H existiert ein & € R mit Vi(x) = ¢ P-fast sicher. Dann sind
x' = (x,0) € R¥™2 und 9y’ == (0,1) € R¥*? zwei perfekte Hedges fiir £ im erweiterten Modell.
Da dieses nach Voraussetzung arbitragefrei ist, liefert das Law of One Price, Definition und
Satz 8.13, angewandt auf den Preisvektor So = (S§,. .., Sg“)T des erweiterten Modells,

(&) = Vo(z) = (&) So= () So =S =a. -

Vereinbarung 8.18 (No-Arbitrage-Prinzip). Der Preis eines Kontrakts £ in einem arbi-
tragefreien Einperiodenmodell mit d 4+ 1 Basisgiitern wird so festgelegt, dass das erweiterte
FEinperiodenmodell mit d + 2 Basisgiitern, wobei Sf“ = ¢ gilt und der Preis Sg“ konstant
ist, arbitragefrei ist. Jeder solche Preis fiir £ (im Allgemeinen ist er nicht eindeutig) heifit
arbitragefreier Preis fir £ und wird mit 7 (£) bezeichnet. Nach Satz 8.17 gilt fiir £ € H also

(&) = 7(§)-

Satz 8.19 (Intervalleigenschaft arbitragefreier Preise). Gegeben sei ein arbitragefreies Einpe-
riodenmodell mit d + 1 Basisgiitern auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (0, F,P). Dann ist die
Menge T1(&) aller arbitragefreien Preise w(§) eines Kontrakts £ ein nichtleeres Intervall, und
es gilt
59 ; o o
I(¢) = {ST)EQ[Q: Q AMM in (S°,...,8%) mit Eqll¢]] < oo}. (8.6)

Definition 8.20 (Arbitrageschranken). Die Intervallgrenzen

Tint(§) = InfII(§) und meyp(§) = sup II(E)
von (8.6) heiflen Arbitrageschranken fur §.

Beispiel 8.21 (Abschiatzung der Arbitrageschranken fiir Call und Put). Wir betrachten
die européische Call- beziehungsweise Put-Option auf das i-te Basisgut zum Strike K > 0
in einem arbitragefreien Einperiodenmodell. Es gelte S5 > 0, S > 0 P-fast sicher und
S = (1+47)S§. Wegen

Call(1, K,i) = (S — K)T < S}

folgt fiir jedes AMM Q

0

S0 DR [Call(1, K,4)] < SO

SO [Sl] 56

Andererseits ist die Abbildung u — c¢(u — K)* fiir ¢ > 0 konvex, und mit der Jensen-
Ungleichung folgt

S8 . 89, N
oEalCall(l K9] = Eq[[ (st — K)*] = G (Ealsi] - K)" = (Si - 1)

wobei wir Eg[S}] = (5/50)S§ verwendet haben. Mit (8.6) erhalten wir also

, K \+ A
(55— m) < Tin (Call(1, K, §)) < maup (Call(1, K, ) < Sp. (8.7)
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Analog gilt fiir den Put

K
1+7

K N+
(1 - Sb) < mine(Put(1, K,4)) < moup (Put(1, K, 4)) <
"

Ein Preis aulerhalb dieser Schranken wiirde eine Arbitragemdglichkeit eréffnen; sieche Abbil-
dung 8.4.

moe  H(Call(1,K,7))  map

f & © f Preis

0 (54— K/(1+r)" Sh

Schranken aus (8.7)

Abbildung 8.4.: Die Menge der arbitragefreien Preise eines Calls ist ein Intervall innerhalb
der Schranken aus (8.7). Ist der Call nicht replizierbar, so ist das Intervall
nach Satz 8.26 offen.

Beweis von Satz 8.19. ,C“: Sei 7(§) ein arbitragefreier Preis. Dann ist das erweiterte Modell
arbitragefrei, und im erweiterten Modell gilt £ € H’, wobei H' den Raum der im erweiterten
Modell replizierbaren Kontrakte bezeichnet. Folglich existiert ein AMM @ im erweiterten
Modell, und mit Satz 8.17 und (8.5) gilt

So
r(6) = #(6) = ol
1
wobei 7 hier den Hedgepreis im erweiterten Modell bezeichnet; insbesondere ist Eg[|{]] < oo.
Da @ auch ein AMM im urspriinglichen Modell ist, folgt ,C*
»2“ Sei @ ein AMM im urspriinglichen Modell mit Eg[|£|] < oo. Wir setzen
d+1 at1._ S0
SiT=¢ und S5 = Eg[E]
St
Dann gilt
Sd+1 Sd+1
Eq { % 0] = 00 )
Sy So

also ist @ auch ein AMM im erweiterten Modell. Nach Satz 8.8 ist dieses somit arbitragefrei,
und (&) = (S§/SY)Eq[€] ist ein arbitragefreier Preis.

I1(¢) # 0: Das MaB P mit

@_ 1 [ 1 ]—1
dP 1+ ¢ LT

ist ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf. Da (S°, S%,..., S9) arbitragefrei ist und
Arbitragefreiheit nur von den Nullmengen abhéngt, existiert nach Satz 8.8 ein AMM Q, das
aquivalent zu P und damit zu PP ist und eine beschriankte Dichte f = dQ/dP besitzt. Daraus
folgt

1 -1 1
Bolle) = Ex[ g 1617 5 aB <o

und mit ¢ folgt (59/S9)Eqle] € II(¢).
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Intervalleigenschaft: Seien Q1, Qs zwei AMM in (S°,S, ..., 5%) mit Eg,[|¢]] < oo fiir
i = 1,2. Fiir alle a € [0, 1] ist dann auch aQ; + (1 — @)Q2 ein AMM, und es gilt

Eaqi+(1-a)Q. €] = aEq, [[€]] + (1 — a)Eq, [[£]] < oo

sowie
S So So
«Q TEQl [f] Jr(l - a) TEQz [5] = TEQQ1+(1—Q)Q2 [5] .
S1 S1 S1
———
€I(¢) €l(¢) €I(¢)
Also ist TI(¢) € R konvex und damit ein Intervall. O

Satz 8.22 (Monotonie von Kontrakten). Gegeben sei ein arbitragefreies FEinperiodenmodell
mit d + 1 Basisgiitern S°, 81, ..., 8% sowie Kontrakte &1, ..., &,. Wir setzen

Stk =g (k=1,...,n)

und wahlen arbitragefreie Preise m(&x) im erweiterten FEinperiodenmodell mit d + n + 1
Basisgiitern S°, ..., S, (Dies gelingt induktiv, und zwar zu einem gemeinsamen AMM Q.)
Bezeichnet H' den Raum der im erweiterten Modell replizierbaren Kontrakte, so gilt fiir alle

r#se{l,...,n}:
(i) Aus & < & P-fast sicher folgt w(&,) < mw(&s).
(i) Es gilt & + & € H mit 7#(§ + &) = (& + &) = (&) +7(Es).

Beweis. Es existiert ein AMM @ im erweiterten Modell, fiir das

S9 Sy S9
m(6) = goEal&)  m(6) = gEalt]  und (6 +&) = oEalty + 4
gilt; dabei ist & + & = S-’il+r + S‘li+s im erweiterten Modell replizierbar. Die Linearitdt und
die Monotonie des Erwartungswerts implizieren die Behauptung. O

Vereinbarung 8.23 (No-Arbitrage-Prinzip fiir mehrere Kontrakte). Die Preise von mehreren
Kontrakten werden so festgelegt, dass das erweiterte Modell arbitragefrei ist.

Korollar 8.24 (Put-Call-Paritit). Im arbitragefreien Modell gilt fiir die Preise von europdi-
schen Put- und Call-Optionen auf das i-te Basisgut

1
m(Call(1, K,i)) = Sj — ?K + 7 (Put(1, K,17)).

Beweis. Es gilt
Call(1, K,i) — Put(1, K,i) = (S} — K)© — (K — S})" = Si —
Sei Q ein AMM des um Call und Put erweiterten Modells. Mit Satz 8.22 und (8.6) folgt

N i R K
SOEQ[S} SO [ ]_SO 1+T‘

7(Call) — m(Put) = 7(S}) — 7(K) =
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8.4. Der zweite Hauptsatz der Preistheorie

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass ein arbitragefreies Einperiodenmodell genau dann
vollstdndig ist, wenn es genau ein dquivalentes Martingalmafl gibt. Wir betrachten wie in
Abschnitt 8.3 ein Einperiodenmodell mit d + 1 Basisgiitern S°,...,5¢ auf (Q,F,P) mit
SY = (1 +r)SY und schreiben Sf = S¢/SY fiir die diskontierten Preise.

Lemma 8.25 (Charakterisierung von mins und 7gyp). Gegeben sei ein arbitragefreies Einperi-
odenmodell mit d + 1 Basisgiitern. Sei ¢ € L°(Q, F,P) ein Kontrakt. Mit

Yi=8 -8 (i=0,...,d) und Y =Y. . vyH)T

gilt dann
SO
Tint () = max{m € [—00,00): Iz c R mit m+ 'Y < S—%ﬁ IP’—f.s.},
1

0
Trsup(€) = min {m € (—o0,00]: Iz e R mit m+ 'Y > g((l))f ]P’—f.s.}.

=M

Beweis. Wir fithren den Beweis nur fiir mg,p(§); die Aussage fiir mine(€) folgt analog. Wir
verwenden S3/SY =1/(1+7).

Schritt 1: meup(€) < inf M. Sei @ ein AMM mit Eg[|€]] < oo; insbesondere gilt Eg[Y] = 0.
Fiir alle m € M folgt durch Bilden des Erwartungswerts unter )

0
m > Bl
Nach Satz 8.19 durchlauft die rechte Seite ganz II(£), also gilt m > mgup(€).

Schritt 2: weyp(§) > inf M. Gilt 7g,p(§) = 00, so folgt inf M < oo = mgup(€). Sei also
Tsup(§) < 00, und sei m € R mit 7gyp(§) < m < co. Da m ¢ I1(&) gilt, besitzt das erweiterte
Modell mit S‘f“ = ¢ und Sg“ = m eine Arbitragemdglichkeit. Nach Lemma 8.5 existiert
also ein (x, z4.1) € R¥2 mit

_m) {zo P-f.s., (8.5)

z'Y + :Ud+1< 3 . .. 1 .
1+7r > 0 mit positiver Wahrscheinlichkeit.
Da das Modell mit d 4+ 1 Basisgiitern arbitragefrei ist, folgt x441 # 0. Es gilt sogar 4,1 < 0,

denn fiir ein AMM Q mit Eg[|¢|] < oo folgt aus (8.8)

rir (128 —m) 20,
~——

€ll(g)

und die Klammer ist wegen m > mgup(€) negativ. Mit z := —(1/z441)z folgt aus (8.8)
SO
2'Y +m> —%5 P-fs.,
S1

also m € M. Da m > mg,p(§) beliebig war, folgt inf M < mgp,(€).

Schritt 3: inf M = min M. Dies ist nur fir e, (§) < 0o zu zeigen. Wir wéhlen eine Folge
(mp)neny € M mit my, | inf M = 7mg,p(€). Wegen m,, € M und Y0 = 0 existieren x,, € R4+
mit z,0 =0, also &, = (0,21, ...,%nq), sodass

mn—l—m;—YZ 1—?—7"

P-f.s. fiir alle n € N. (8.9)
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Wir nehmen zunéchst sup,, ||z,| < oo an. Dann existieren eine Teilfolge (@, )reny und ein
x € R mit z,, — « fiir kK — oo, und aus (8.9) folgt

3
7Tsup(g) + wTY > 1+r

P-fs.,

also meup(€) € M. Diese Annahme ist keine Einschrinkung. Sei dazu N := {x € R¥*1: 2TY =
0 P-fs.}. Ersetzen wir @, durch seine Orthogonalprojektion auf Nt so &dndert sich =, Y nur
auf einer Nullmenge; wir diirfen also ,, € N'* annehmen. Wire (,,) unbeschrinkt, so gibe
es eine Teilfolge mit ||z, || — oo und @, /||@n, || — 7 € N+ mit ||n|| = 1. Division von (8.9)
durch ||z, || und k& — oo liefert 'Y > 0 P-fast sicher. Wegen der Arbitragefreiheit folgt mit
Lemma 8.5 'Y = 0 P-fast sicher, also n € N NN+ = {0}, ein Widerspruch zu ||n| = 1. O

Satz 8.26 (Replizierbarkeit und Eindeutigkeit des Preises). Gegeben sei ein arbitragefreies
Einperiodenmodell mit d + 1 Basisgiitern, und sei & € L°(Q, F,P). Dann gilt:

(i) Es gilt genau dann § € H, wenn £ genau einen arbitragefreien Preis besitzt.

(ii) Ist & ¢ H, so gilt Tine(§) < Tsup(§); genauver ist () = (Tine(E), msup(§)) ein offenes
Intervall.

Beweis. ,,(ii)“: Sei & ¢ H, und angenommen, es gelte mine(§) € II(£). Nach Lemma 8.25
existiert ein & € R4 mit

SO
Tint (&) + 2 'Y < é&g P-f.s. (8.10)
Hier kann nicht P-fast sicher Gleichheit gelten, da sich £ sonst als Linearkombination von
S9. ..., 8¢ darstellen liee, also & € H wire. Wir setzen
z=(20,...,2441) " = (=z0,...,—x4,50)" und St = ¢ SITL = me(€).

Mit dem Vektor der diskontierten Nettogewinne im erweiterten Modell

V- (V.- ”ir;§f>)

folgt aus (8.10)

; ~ >0 Pfs.,
2'Y = 2'Y + 58(% _ Wlnfég)) > . s N N |
S1 S0 > 0 mit positiver Wahrscheinlichkeit.

Also ist z im erweiterten Modell eine Arbitragemoglichkeit, und es folgt mins(€) ¢ I1(E), ein
Widerspruch. Also gilt ming(€) ¢ I1(£), und ebenso folgt ey, (€) ¢ I1(€). Da II(€) nach Satz 8.19
ein nichtleeres Intervall ist, folgt II1(§) = (Ting(§), Tsup(&)) und insbesondere mine(£) < mup(§)-

,»(1)“: Die Richtung ,,=“ ist bekannt aus Satz 8.17, denn fiir £ € H gilt II(&) = {7 (&) }. Die
Richtung ,,<* folgt mit (ii). O

Satz 8.27 (Zweiter Hauptsatz der Preistheorie im Einperiodenmodell). Gegeben sei ein
arbitragefreies Einperiodenmodell mit d + 1 Basisgiitern. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) Das Modell ist vollstindig, das heift, es gilt H = L°(Q, F,P) bis auf P-Nullmengen.

(ii) Es gibt genau ein AMDM.
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& eH: °

§¢H: o 0
Tint (§) Tsup €3]

Abbildung 8.5.: Die Menge der arbitragefreien Preise nach Satz 8.26: ein Punkt fiir replizier-
bare Kontrakte, ein offenes Intervall sonst.

Beweis. ,,(i)=(ii)“: Seien Q1, Q2 zwei AMM. Fiir alle A € F gilt nach (i) 14 € L°(Q, F,P) =
‘H. Nach Satz 8.19 gilt

SY .

ngEQi[nA] €l(ly) (i=1,2),

i

und nach Satz 8.26 gilt #I1(14) = 1. Also folgt Q1(A) = Q2(A) fiir alle A € F, das heifit

Q1 = Q2.
,(i)=>(1)“: Sei Q das eindeutige AMM und ¢ ein Kontrakt. Nach Satz 8.19 ist I1(£) nichtleer;
nach (8.6) gilt also Eg[|£|] < oo und #II(§) = 1. Mit Satz 8.26 folgt £ € H. O

Bemerkung 8.28. Vollstandigkeit heif3t
LOQ,F,P) = {x'S;: x e R} = LO(Q,0(S1,...,50),P),

und jeder Kontrakt ist dann ein Derivat. Insbesondere gilt dim H = dim L°(Q, F,P) < d + 1.
Daraus folgt, dass eine Partition von €2 in hochstens d + 1 Atome von (2, F,P) existiert.
Dabei heifit A € F ein Atom, falls P(A) > 0 gilt und P(B) € {0,P(A4)} fir alle B € F mit
B C A. Fiir einen Beweis siehe [FS02, Proposition 1.35].
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9. Das Mehrperiodenmodell

Zu diesem Kapitel vergleiche man [FS02, Chapter 5] sowie [Shr04] und [DS06].
Wir iibertragen nun die Begriffe aus Kapitel 8 auf Modelle mit endlich vielen Handelszeit-
punkten.

9.1. Modell, Handelsstrategien und Arbitrage

Definition 9.1 (Mehrperiodenmodell). Das Mehrperiodenmodell mit d + 1 Basisglitern und
Zeitpunkten ¢t = 0,1,...,T besteht aus

(1) einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (F¢)i=o,... 7, P) mit Fo = {0, 2} und
Fr=F,

(2) einer R _wertigen, an (F;) adaptierten stochastischen Folge (S¢)t=o0,.. 7 mit
S;=(80,...,8%): Q — R,

(3) dem nullten Basisgut S, das fiir alle ¢ deterministisch ist und eine risikolose Anlage
(Numéraire) mit Zinsrate r beschreibt, also

SP = (1+r)'sp.

Fiir i > 0 beschreibt S den (zufilligen) Preis des i-ten Basisguts zum Zeitpunkt ¢, und

B 5 Sl Sd
(80,50 = ( ?E)??)

heifit der Vektor der diskontierten Basisgiiter.

Definition 9.2 (Portfolio). Ein Portfolio oder eine Handelsstrategie im Mehrperiodenmodell
ist eine R%-wertige, vorhersehbare stochastische Folge (@t)t=1,.. 7 mit ¢, = (4,0?, ce gpf).
Dabei gibt ¢! die Stiickzahl des i-ten Basisguts an, welche der Investor in der Zeit [t — 1,t)
hélt. Zum Zeitpunkt ¢ kann (und muss) er sich fiir eine Umstrukturierung ;41 entscheiden,
welche dann in der Zeit [¢,t 4 1) gilt. Insbesondere ist ; also F;_1-messbar.

Der Vermdagensprozess (Vi)i—o....7 zu einem Portfolio ¢ = (cpt)t:17._.7T ist

-----

Vi) = @1 S0 =S opiSh, t=0,
@) Si=YlopiSh, t=1,....T;

er beschreibt das Vermogen zur Zeit ¢t vor der Umstrukturierung. Dagegen beschreibt

| elaS, t=0,...,T -1,
‘/t+( ): T
SOTST) t:T)

den Vermogenswert zur Zeit t nach der Umstrukturierung; siche Abbildung 9.1.
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Pi—1 Pt . Pt+1

| | i % t
t—2 t—1 t t+1

Vi =, S; (vor der Umstrukturierung)
Vit = ¢{1S: (nach der Umstrukturierung)

Abbildung 9.1.: Das Portfolio ¢; wird zum Zeitpunkt ¢ — 1 auf Basis der Information F;_;
gewahlt und in [t—1,¢) gehalten. Zum Zeitpunkt ¢ wird zu ¢; 1 umgeschichtet;
Vi und Vi sind die Vermogenswerte vor und nach der Umstrukturierung.

Bemerkung. Es gilt Vo(9) = Voy () und V() = Vi ().

Definition 9.3 (Selbstfinanzierung). Ein Portfolio ¢ = (41, ..., ¢7) im Mehrperiodenmodell
heilt selbstfinanzierend, falls

Vi(p) = Vit () firallet=1,...,7 — 1.

Das Vermogen vor und nach der Umstrukturierung ist also identisch; es gibt keine Zu- und
Abfliisse.

Bemerkung 9.4. Fiir eine Handelsstrategie ¢ = (1, ..., ¢r) sind dquivalent:
(i) ¢ ist selbstfinanzierend.

(ii) Fiarallet =1,...,T gilt

Fiir t = 1 gilt Vi() — Vo(p) = o1 (S1 — So) stets. Fiir t =2,...,T gilt
Vi(p) = Vica(p) = o/ (St = Si1) <= @[ Si— [ 1St 1=/ Si— ¢/ Si
= Vi1(e) = Vie-1)+ (#).

Die Aussage (ii) ist dquivalent dazu, dass die linke Seite fiir alle t = 1,...,T gilt, und die
rechte Seite fiir alle ¢t = 2,...,T ist gerade (i).

Definition 9.5 (Arbitragemoglichkeit). Ein Portfolio (¢4, ..., ¢r) im Mehrperiodenmodell
heifit Arbitragemdoglichkeit, falls gilt:

1 = (1, ..., %r) ist selbstfinanzierend,
2

3

@
V() = ¢{ S0 <0,

V() = ¢3St > 0 P-fast sicher,
1%

(
(
(
(4

)
)
)
) Vr(e) > 0 mit positiver Wahrscheinlichkeit.

Gibt es keine Arbitragemoglichkeit, so heifit das Modell arbitragefrei.

Lemma 9.6 (Arbitragefreiheit und Zwischenzeitpunkte). Im Mehrperiodenmodell sind
dquivalent:

(i) Das Modell ist arbitragefrei.
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(ii) Es gibt keine Handelsstrategie ¢ = (@1, ...,pr) und keinen Zeitpunkt t € {0,...,T},
sodass @ selbstfinanzierend ist und

Vole) <0, Vi(p) > 0 P-f.s. und  P(Vi(¢) >0) >0
gilt.

Beweisidee. Die Richtung (ii)=-(i) ist klar, denn wir kénnen ¢t = 7" wéhlen. Fiir (i)=-(ii)
zeigen wir —(ii)= —(i). Dazu schichten wir das Vermégen zum Zeitpunkt ¢ vollstandig

auf das festverzinsliche Konto um. Genauer setzen wir v, = ¢ fiir £ < ¢t und ¢, =
(Vi(¢)/S?,0,...,0) fiir k> t. Dann ist 1) selbstfinanzierend, und es gilt Vo(v) = Vo(p) < 0
sowie V() = (53/SP)Vi(p); also ist 1 eine Arbitrageméglichkeit. O

9.2. Der erste Hauptsatz der Preistheorie

Definition 9.7 (Aquivalentes Martingalmaf$ im Mehrperiodenmodell). Wir betrachten ein
Mehrperiodenmodell mit d + 1 Basisgiitern S; = (S, ..., Std)tZO,...,T auf (Q, F, (Ft)i=o0,... 17, P)
und den diskontierten Grofien S} = Si/SY. Ein Wahrscheinlichkeitsma Q auf (2, F) heiflt ri-
sikoneutrales Maf$ oder Martingalmap, falls (St)t:O,...,T beziiglich (F;)¢=o,... 7 ein -Martingal
ist. Gilt zusitzlich P < Q und Q < P, so heiit Q dquivalentes Martingalmaf (AMM).

Bemerkung 9.8. Wegen Fy = {0, Q} gilt fur allet =0,...,T
So =Eg[Si|Fo] =Eg[S:]  P-fs,
wie im Einperiodenmodell.

Satz 9.9 (Diskontierter Vermogensprozess als Martingal). Im Mehrperiodenmodell auf
(Q, F, (F)i=o.... 7, P, (St)i=o,..7) mit d+ 1 Basisgiitern sei Q ein AMM. Sei (¢pt)i=1,.. T €ine
selbstfinanzierende, lokal beschrinkte Handelsstrategie, das heift, es gelte sup,,cq |pi(w)] < 0o
fiir alle t und i. Dann ist der diskontierte Vermogensprozess (V}(cp)/S?)t:O o beziiglich
(Ft)t=0,... 7 ein Q-Martingal. o

Beweis. Wir setzen V; == (1/59)Vi (). Da ¢ selbstfinanzierend ist, gilt auch Vi, =V}, das
heifit, ¢ ist auch im diskontierten Modell selbstfinanzierend. Mit Bemerkung 9.4, angewandt
auf das diskontierte Modell, folgt

Vi(p) = Vo(e) + > @i (S — Si—1) = Volg) + (¢ - ),
k=1

wobei (¢ - S); das stochastische Integral (die Martingaltransformation) bezeichnet. Da
(!St)t:O,...,T ein Q-Martingal und ¢ vorhersehbar und beschrankt ist, folgt mit Satz 5.15, dass
(Vi(e))t=o0,... 7 ein QQ-Martingal ist. O

Satz 9.10 (Erster Hauptsatz der Preistheorie im Mehrperiodenmodell [DMW90]). Im Mehr-
periodenmodell (U, F, (Ft)i=o,...7, P, (St)t=0,....7) mit d + 1 Basisgiitern gilt: Das Modell ist
genau dann arbitragefrei, wenn ein AMM existiert. In diesem Fall existiert sogar ein AMM
mit beschrinkter Dichte beztiglich P.

Beweis. ,<=*“: Sei Q ein AMM und ¢ selbstfinanzierend mit Vy () > 0 P-fast sicher und
P(Vr(p) > 0) > 0. Zu zeigen ist V(o) > 0, das heifit, ¢ ist keine Arbitragemdoglichkeit.
Fiir V; := (1/S9)V; gilt Vir(p) > 0 P-fast sicher und P(Vr(¢p) > 0) > 0, da S > 0. Wegen
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P < Q <P folgt Vr(gp) > 0 Q-fast sicher und Q(Vr(p) > 0) > 0, also Eq[Vr ()] > 0. Da
(Vi)t=0,... 7 nach Satz 9.9 ein Q-Martingal beztiglich (F;) ist, folgt

Volp) = Eq[Vr(e)|Fo] = Eq[Vr(w)] > 0,

also Vo(¢) > 0, da S§ > 0. Hier haben wir Satz 9.9 verwendet, also implizit die Beschréinktheit
von ¢ vorausgesetzt; fiir allgemeine Handelsstrategien siehe [FS02, Abschnitt 5.2].
»,=“: Siehe [FS02, Theorem 5.17]. O

9.3. Preisbestimmung europaischer Kontrakte

Definition 9.11 (Européischer Kontrakt). Wir betrachten ein Mehrperiodenmodell mit
d + 1 Basisgiitern auf (Q, F, (F;)i=o,...7,P) mit Preisprozess (S;)i=o,.. 7. Ein (europdischer)
Kontrakt mit Falligkeit T' ist eine Fr-messbare (also F-messbare) Zufallsvariable . Gilt
P(£ > 0) = 1, so heiit £ bedingter europdischer Finanztitel. Der Kontrakt & heifit Derivat der
Underlyings S°, S',..., 59, falls € = f(S',...,S9) fiir eine messbare Funktion f gilt.

Definition 9.12 (Hedging). Ein européischer Kontrakt & heifit absicherbar oder replizierbar,
falls ein selbstfinanzierendes Portfolio ¢ existiert mit

Vr(p) =¢ P-f.s.
Das Portfolio ¢ wird dann Hedge fiir £ genannt. Wir schreiben

H = {& F-messbar: £ ist replizierbar},
Hy ={{e€eH:¢£€>0PAfs.}.
Ein Mehrperiodenmodell heifit vollstindig, falls alle Kontrakte replizierbar sind.

Satz 9.13 (Law of One Price). Im arbitragefreien Mehrperiodenmodell sei & € Hy, und seien
@, zwei perfekte Hedges fiir &. Dann gilt

Vole) = Vo(9),

und man nennt 7(&) = Vo(p) den Hedgepreis von £. Ist Q ein AMM, so gilt:

(1) Eq[l¢]] < oo,

(ii) Vo(g) = #(€) = (S5/57)Eql],
(i) Vi(p) = Vi(¥) = (S /SP)EQ[E|F] fiir allet =0,....,T.
Solange @ und ¥ beschrinkt sind, gelten alle Aussagen auch fir & € H.
Beweis. Ohne Beweis. O
Bemerkung. Ist € endlich, so ist jede Handelsstrategie ¢ beschrankt.

Vereinbarung 9.14 (No-Arbitrage-Prinzip im Mehrperiodenmodell). Wir betrachten ein
arbitragefreies Mehrperiodenmodell und einen Kontrakt & > 0. Eine Zahl a € R heifit
arbitragefreier Preis fur £, bezeichnet mit 7(&), falls ein adaptierter stochastischer Prozess
(S0, mit

a= Sg“ und &= S%'H

existiert, sodass der um S%*! erweiterte Markt mit d 4 2 Basisgiitern arbitragefrei ist. Die
Menge der arbitragefreien Preise wird mit I1(£) bezeichnet. Als Preis fiir £ ist grundsétzlich
ein arbitragefreier Preis festzulegen.
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Satz 9.15. Sei & € Hy im arbitragefreien Mehrperiodenmodell. Dann gilt
I(&) = {#(&)}-
Beweis. Ohne Beweis. O

Satz 9.16. Sei & > 0 ein Kontrakt im arbitragefreien Mehrperiodenmodell. Dann gilt

So

S0 Bolé): @ AMM mit Bo[1¢]] < oo}
T

0 11() = {
Beweis. Ohne Beweis. O]
Bemerkung 9.17. Die Grofien

Ting(§) = infII(§)  und  meup(§) = supII(¢)

heiflen untere beziehungsweise obere Arbitrageschranke fir £. Wie im Einperiodenmodell gilt
fiir € > 0:

(i) Es gilt genau dann £ € H, wenn II(§) aus genau einem Element besteht; in diesem
Fall ist I1(&) = {7 (§)}.

(if) Ist £ ¢ Hoy, so gilt mine(§) < meup(§) und I(€) = (inr(§), moup(£))-
Wir verzichten auf einen Beweis; siche [FS02, Theorem 5.33].

Satz 9.18 (Zweiter Hauptsatz der Preistheorie im Mehrperiodenmodell). Im arbitragefreien
Mehrperiodenmodell sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Das Mehrperiodenmodell ist vollstandig.
(i) Zu jedem bedingten Kontrakt existiert ein perfekter Hedge.
(iii) Es gibt genau ein AMDM.
Beweis. Ohne Beweis. O]
Bemerkung 9.19. Wie im Einperiodenmodell, vergleiche Satz 8.22, gilt
0<& <&EPfs. = (&) < 7€)

und (& + &) = 7(&1) + 7(&2), sofern die Preise wie dort im gemeinsam erweiterten Modell
festgelegt werden. Auflerdem gilt die Put-Call-Paritét, vergleiche Korollar 8.24.

9.4. Das Cox-Ross-Rubinstein-Modell

Das Coz-Ross-Rubinstein-Modell (CRR-Modell) [CRR79] ist ein Mehrperiodenmodell mit
einem festverzinslichen Konto und einer Aktie, die sich zu jedem Zeitpunkt in zwei Zustdnde
verzweigen kann. Genauer besteht es aus den folgenden Bestandteilen.

(1) Die Zeitpunkte sind ¢t =0,...,T.
(2) Das Konto ist SY = (14 7)!Sy mit S) = 1 (ohne Einschrinkung).

(3) Der Modellraum ist Q = {w = (w1, ...,wr) " : w; € {0,1}} mit F := P(Q) und einem
beliebigen Maf§ P auf (2, F) mit P({w}) > 0 fiir alle w € Q. Dabei bedeutet w; = 1,
dass sich der Markt zum Zeitpunkt ¢ gut entwickelt.
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(4) Wir setzen Z;(w) = w; und

also die Anzahl der guten Marktentwicklungen bis zum Zeitpunkt ¢.

(5) Der Anfangspreis S§ > 0 der Aktie ist konstant, und
Stl <w> = S(])‘(l + T9>Dt(w)(1 + ,,,b)t*Dt(w).

Dabei ist r4 die Wachstumsrate bei guter und r, die Wachstumsrate bei schlechter
Marktentwicklung.

Wir setzen dabei —1 < 7, < rg und r > —1 voraus und versehen 2 mit der Filtration
Fr=0(Z1,...,Z), t=0,...,T; insbesondere gilt Fy = {0,Q} und Fp = F. Abbildung 9.2
zeigt die moglichen Kursverldufe der Aktie als Binomialbaum.

Sl 3
/ "
Sty
q
/ \
Sg Sig
/ Og\ /
Stgb
Sgb 7 Sggb?
q
\ /
’ Siv?
\ |
’ Siv?
t=0 t=1 t=2 t=3

Abbildung 9.2.: Kursverlauf S} der Aktie im CRR-Modell fiir T = 3, mit den Abkiirzungen
g =1+rgund b =1+ r,. Der Baum ist rekombinierend: S} hiingt nur
von der Anzahl D; der Aufwartsschritte ab. An den Kanten stehen die
Ubergangswahrscheinlichkeiten unter dem AMM @ aus Satz 9.20.

Satz 9.20 (Arbitragefreiheit von CRR-Modellen). Das CRR-Modell ist genau dann arbitra-
gefrei, wenn ry, < r <1y gilt. In diesem Fall ist das Modell auch vollstindig. Das eindeutig
bestimmte AMM lautet

Q{w}) = ¢ (1 — )" Pr() (9.1)
mit
q:;:ZemJ) (9.2)

Beweis. Es gilt

= St 14+ 7rg\DPt 1+ 1p\t=Dr
Si=%%= g S-
t S? ( 1+7r ) ( 147 ) 0

Ein Wahrscheinlichkeitsma$ @ ist genau dann ein AMM, wenn

(1) Q({w}) > 0 fur alle w € Q gilt und
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(2) firallet =1,...,T gilt ) 3
Eq[S;1Fi1] = Sy (93)

Dabei ist (9.3) wegen S} = S} (1 +7,)/(1+ r))Zt((l +7p)/(1+ r))l_zt dquivalent zu

sl () (5

.7-}_1} =5, fiir alle ¢.

Da S} ; > 0 und F;_;-messbar ist, ist dies dquivalent zu

Bo[(1o2) " (722) Fa] =1 fiir allc 1
— Eo[1{Z = 1}|Fi] 1117;9 +EQ[1{Z: = 0}|Fii] 111’;" —1 firalle
= Eg[1{Z; = 1}|Fi-1] d+ rgi J_r f} ) 1117:’ = fiir alle ¢
= Q{Z =1}|F—) 1+rb =1- 11—:_7:) = Z;Zb fur alle t.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit Q({Z; = 1}|F¢—1) ist also fiir alle ¢ gleich der Konstanten
q aus (9.2). Durch sukzessives Bedingen folgt, dass dies genau dann gilt, wenn Z1,..., Zp
unter ) unabhéngig und identisch Bernoulli-verteilt sind mit

r—Tp

Q(Z=1) =

fir alle ¢,

Tg — Tb

also genau dann, wenn @ durch (9.1) gegeben ist. Die Bedingung (1) ist genau dann erfiillt,
wenn ¢ € (0, 1) gilt, das heifit, wenn r, < r < rgy gilt. Mit Satz 9.10 folgt die Charakterisierung
der Arbitragefreiheit. Da @ eindeutig ist, ist das CRR-Modell nach Satz 9.18 vollstandig. [

Satz 9.21 (Preise von Derivaten im CRR-Modell). Wir betrachten im CRR-Modell ein
Derivat & der Form & = f(Sk) mit f:[0,00) — R, und es gelte r, < r < ry. Dann lautet der
arbitragefreie Preis und Hedgepreis von &

) A
EQ{({ff))T} (1+7r)7T Z ( ) (1=q)" 7 £ (S5 (14rg) (147)" ), (9.4)

mit Q und q wie in Satz 9.20.

Beweis. Nach Satz 9.20 ist das Modell vollstéandig, also £ € H; da €2 endlich ist, sind alle
Hedges beschriinkt. Mit Satz 9.13 und SJ/S% = (1+ 7)1 folgt die erste Darstellung in (9.4),
fir f > 0 mit Satz 9.15 auch 7(§) = 7(§). Unter @ ist Dy nach (9.1) binomialverteilt mit
Parametern T und ¢, und es gilt Sk = S3(1 + ry)P7 (1 + )T =DP7; daraus folgt die zweite
Darstellung. O

9.5. Vom CRR-Modell zur Black—Scholes-Formel

Wir lassen nun die Anzahl der Handelszeitpunkte gegen unendlich gehen und halten dabei
die Laufzeit fest. Die Preise européischer Optionen im CRR-Modell konvergieren dann gegen
die Preise im Modell von Black, Scholes und Merton [BS73, Mer73]. Fiir eine ausfiihrlichere
Darstellung verweisen wir auf [FS02, Section 5.7].
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9.5.1. Die Folge der CRR-Modelle

Abweichend von Abschnitt 9.4 bezeichne T > 0 ab jetzt die (reelle) Laufzeit, und N € N
sei die Anzahl der Perioden. Wir fixieren einen Zinssatz p > 0 in stetiger Verzinsung, eine
Volatilitdt o > 0 und einen Anfangspreis S& > 0. Fiir jedes N € N betrachten wir das
CRR-Modell mit N Perioden der Lange Ay := T/N und den Parametern

14+ry lzepAN, 1+Tg,N ::eU‘AN, 1+Tb,N = e IVAN, (95)

Fiir alle hinreichend grolen N gilt pAy < 0v/Ap, also 1y ;v < ry < 74 5. Nach Satz 9.20 ist
das N-te Modell dann arbitragefrei und vollstindig mit eindeutigem AMM @y, und unter
Qn sind Z1,..., Zn unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Parameter
epAN — efo-\/ AN
qN - eO’\/AN — e—o'\/AN ’

Wir schreiben S}\}N fiir den Aktienpreis zum Endzeitpunkt im N-ten Modell. Wegen (9.5) gilt

N
S}\}N = S exp(Xn) mit Xy = Z YNk, Yng= oV AN (22, —1).
k=1

Der Logarithmus des Endpreises ist also eine Summe von N unter () unabhéngigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen mit Werten in {0+/Ay}. Im Unterschied zu Satz 1.15
héngt ihre Verteilung von N ab; wir argumentieren daher direkt mit charakteristischen
Funktionen.

Lemma 9.22 (Grenzverteilung des Log-Preises). Unter Qn gilt

Xy 2= X mit X ~N((p-0?/2)T, 0°T).
N—o0
Beweis. Wir schreiben kurz A = Ap. Taylorentwicklung von Zéhler und Nenner von gy
liefert fir N — oo
oVA+ (p—02/2)A+0(A%2) 1

— —7+7p_02/2\/Z+O(A)
w 20v/A + O(A32) 2" 20 '

Fir Y := Yy folgt
Eoy[Y]=0VA (2qv — 1) = (p— 0%/2) A+ O(A*?)

sowie Egy [Y?] = 02A und Eq,, [|[Y[*] = ¢®A3/2. Mit der Abschitzung [e” — 1 — iz + 22/2| <
|z|3/6 fiir z € R erhalten wir fiir festes t € R

. 12 a
Equ[e™] = 1+itEqy([V] - SEqy[Y?] + O(ItPA%?) =1+ WN
mit
202

: 2 —1/2 . 9 t20?T
aN::T(lt(p—a/Q)—T)—I-O(N )ma:zlt(p—oﬂ)T— 5

Wegen der Unabhiingigkeit und Lemma 1.7 gilt ¢~ (t) = (14 an/N)Y, und dies konvergiert
fir N — oo gegen e, denn (1 + ay/N)N — e gilt fiir jede komplexe Folge ay — a
wie im Beweis von Satz 1.15. Nach (1.5) ist ¢t — e® die charakteristische Funktion von
N((p—0?%/2)T,o?T), und der Stetigkeitssatz, Satz 1.6, liefert die Behauptung. O

106



9.5.2. Konvergenz der Optionspreise

Fiir ein Derivat &y = f (SJI\}N) bezeichne 7y (f) seinen Preis im N-ten CRR-Modell. Nach
Satz 9.21 und wegen (1 +ry)V = e gilt

v (f) = e T Eqy [f(Soe™™)].

Satz 9.23 (Konvergenz gegen den Black—Scholes-Preis). Sei f: [0,00) — R stetig und
beschrinkt. Dann gilt

lim 7y(f) = e_pTE[f<Sol exp((p—02/2)T+a\/TZ))}, (9.6)

N—oo

wobei Z ~ N(0,1). Insbesondere gilt dies fiir den europdischen Put mit f(z) = (K —x)" und
Austibungspreis K > 0.

Beweis. Die Funktion x ~ f(S}e®) ist stetig und beschriinkt auf R. Nach Lemma 9.22 und
der Definition der schwachen Konvergenz, Definition 2.15, konvergiert Eq [f (Sge*V)] gegen
E[f(SieX)]. Da X dieselbe Verteilung wie (p—0?/2)T+0+/T Z hat, folgt die Behauptung. [

Bemerkung. Die Voraussetzung der Beschrénktheit lasst sich zu | f(x)| < C(1+x) abschwéchen,
da die Familie (eX¥)y unter (Qx)n gleichgradig integrierbar ist. Fiir den Call umgehen wir
dies im Folgenden mit der Put-Call-Paritét.

Der Grenzwert in (9.6) lasst sich fiir Call und Put explizit berechnen. Dazu bezeichne
Fy1(z) ==P(Z < z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
Lemma 9.24. Sei X ~ N (p,s%) mit p € R, s > 0, und sei ¢ € R. Dann gilt

- 2
P(X <c) = Fo,l(c . ,u) und  E[e¥1{X <c}] = e“+$2/2F0,1(%)'

Beweis. Die erste Identitat folgt aus (X — pu)/s ~ N(0,1). Fir die zweite erginzen wir
quadratisch, z — (z — p)?/(2s%) = p+ s2/2 — (x — u — 52)?/(2s%), und erhalten
c x _ (z— )2 c 1 (a— _52>2
E[eX1{X < ¢}] :/ e ar dr= eu+52/2/ e 2 dw,
—c0 V27s? - 27s?
und das letzte Integral ist P(X' < ¢) fiir X’ ~ N (u + 52, 52). O

Korollar 9.25 (Black—Scholes-Formel). Sei K > 0, und seien
log(S8/K) + (p & 0?/2)T
oVT

Dann konvergieren die Preise des europdischen Puts und des europdischen Calls mit Aus-
tbungspreis K im N-ten CRR-Modell fiir N — oo gegen

dg =

7-‘-Put = Ke~ pTFO 1( d— ) - S(l)Foal(_d-f-)a
ean = SoFo1(dy) — Ke /TRy (d-).
Beweis. Sei X ~ N (p,s?) mit u = (p—0%/2)T und s = ov/T, und sei ¢ := log(K/Sj). Dann

gilt (c —p)/s = —d_ und (c — p — s?)/s = —dy sowie p + s2/2 = pT. Mit Satz 9.23 und
Lemma 9.24 folgt fiir den Put
lim 7y (K —2)) = e " (KB(X < o) - S E[e¥1{X < c}])
—00

= Ke "TFy1(—d_) — S§Fo1(—dy).
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Fiir den Call verwenden wir (x — K)* = (K —x)" 4+ 2 — K. Da der diskontierte Preisprozess
ein Qn-Martingal ist, gilt e PTE(, [S}\}N] = S}, also nach Satz 9.21

n((z — K)Y) =78 (K —2)%) + 5§ — Ke 77

dies ist die Put-Call-Paritéat, vergleiche Korollar 8.24. Mit 1 — Fy 1 (—d) = Fp1(d) folgt (9.8)
aus (9.7). O

Abbildung 9.3 zeigt die Konvergenz der CRR-Preise eines Calls gegen den Black—Scholes-
Preis. Die Konvergenz ist nicht monoton; die Preise oszillieren je nach Paritdt von N, weil der
Ausiibungspreis abwechselnd néher an und weiter weg von einem Knoten des Baumes liegt.

T I I I
12 |- . CRR-Preis .
—— Black—Scholes-Preis
=
O
o 11 s
<%}
< ..
B2 Ceecees S e o0 oes o © 0 00 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2.0 0 aaa
8 . ee o000 0000 0 O O Q T e P T T T T T T T T T T T T T T v vy ivivivivty
Ay o ®
10 -« |
| | | | | | | | |

Anzahl der Perioden N

Abbildung 9.3.: CRR-Preise eines européischen Calls in Abhéngigkeit von der Anzahl N der
Perioden und der Grenzwert (9.8), fiir S§ = K =100, T = 1, p = 0,05 und
o = 0,2; der Black—Scholes-Preis betragt hier etwa 10,45.
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